Linkopings universitet Kurskod: TATA43
Matematiska institutionen Provkod: TEN1
F-laget

Tentamen i1 Flervariabelanalys TATA43
2011-10-17 kl 14-19

Inga hjdlpmedel tillatna (inte heller minirdknare).

8/12/16 poéng med minst 3/4/5 uppgifter med minst 2 podng (av 3 mojliga) ger betyg
3/4/5.

Léank till 16sningsskiss finns efter tentamen pa kursens hemsida.

Resultatet blir klart inom 10 arbetsdagar. Information om visning ges da pa kursens
hemsida.

1. Bestam samtliga lokala maximi- och minimipunkter till

flz,y,2) = 22 4 5y% + 822 — dwy + 2x2 + 2yz — 10z + 10y — 322.

//dxdy
p T’

dir D gesav2r+y>2, Inz <y < 1.

2. Beradkna

3. Bestdm samtliga punkter pa kurvan
2?44yt =4
dér normallinjen gar genom punkten (—1,0).
4. Lat D vara kroppen som beskrivs av olikheterna
2>0, 2 +yP<? 2P+ +2<2,

dér x,y, z |enhet m| &r rumskoordinater, och som har en variabel densitet som
beskrivs av funktionen p(z,y,2) = 1/(1 + 2° + y*) [enhet kg/m?|. Berikna den
totala massan av D.

5. Bestam storsta och minsta vérdet, om de finns, av
f(x7y) = (.’L‘ - 2y>€7x
da0<y<1 xeR.

82
6. Lat (p,p) vara poldra koordinater i zy-planet. Berdkna andraderivatan 5 g i
poy
. i} : *f of
punkten (z,y) = (0,2), om funktionen f dér har derivator =T7och == =5.
0x0y ox

7. Avgdr om
1

f(z,y) = 4(cosx + cosy) + [EE

har ett lokalt maximum eller minimum i origo.



Losningsskisser till tentamen i TATA43 Flervariabelanalys 2011-10-17

1. De stationiira punkterna bestims av ekvationssystemet f, = 2z — 4y + 2z — 10 = 0,
f; =10y —4x +22+10 =0, f. = 162z + 2z + 2y — 32 = 0, som loses som i linjir algebra
och ger den enda stationédra punkten (z,y, z) = (1, —1,2). Berdkning av andraderivatorna
ger den kvadratiska formen () dér

Q/2 = h® + 5k* + 81 — 4hk 4 2hl 4 2kl = (h — 2k 4+ 1)* + (k + 31)% — 21°.

Teckenkaraktiren + + — visar att @ ar indefinit (t.ex. ar Q(1,0,0) = 2 > 0 medan
Q(7,3,—1) = —4 < 0), s& punkten (1, —1,2) &r ingen lokal extrempunkt for f.

Svar: Lokala extrempunkter saknas.

2. Vi viljer att integrera med avseende pa x forst, d& y-integration forst skulle kréva upp-
delning av integralen. Tvérsnitten blir 1 — y/2 < x < €Y och projektionen pa y-axeln
0 <y < 1. Detta ger, med t = 1 — y/2 i ett senare steg,

1 e¥ 1 !
// dxdy / / dx dy:/ (y—ln(l—y/Z))dyzl—/ 2Intdt
D 1-y/2 T 0 2 i

1 L3

3. Beteckna den sckta punkten med (a,b). Vi har a® + 4b? = 4, da (a,b) ligger pa ellipsen
f =4, déir f(z,y) = 2% + 4y*. En normalvektor till ellipsen i denna punkt &r V f(a,b) =
(2a,8b). Att normallinjen i (a,b) gar genom (—1,0) innebér att det finns ¢t € R sé att

(a,b) + t(2a,8b) = (—1,0),
det vill sdga (—1 — a, —b) &r parallell med (2a, 8b). Ekvivalent ar kravet att

—1—a 2a
—-b 8b

= —8b — 6ab = —2b(4 + 3a) = 0.

Fall 1: b = 0, som ger a® = 4 och punkterna (2,0) och (—2,0). Fall 2: a = —4/3, som ger
b =1— (—4/3)%/4 = 5/9 och punkterna (—4/3,v/5/3) och (—4/3, —v/5/3).

Svar: (2,0), (=2,0), (—4/3,v5/3) och (—4/3,—5/3).

4. Massan m &r trippelintegralen av densiteten. Vi beraknar denna med upprepad integration
och endimensionella tvérsnitt /22 +y2 < 2 < 2—2° —y° i z led. Projektionen D pa
xy-planet bestdms i planpolédra koordinater (p, ) av p S 2 — p?, det vill siiga 0 < p < 1,
dar som vanligt p = /a2 4+ y2. D &r alltsd enhetsskivan, och massan [kg| blir

dxdydz 2—a?—y? dz
m = — 5 3 —— 5 | dzdy
pl+a?2+y? Varrg 1tz + y?

— — /12 92— —
// = y) vty dxdy:27r/ #pdp
0

1+x2+y 1+ p?

1+3p s
—9 C1—p)dp= (7 312-3).
W/o <1+p2 p>p TR




5. Vihar f, = (1 —z + 2y)e " och fz,; = —2e¢~ % < 0. Funktionen har darfor inga stationéra

punkter. P4 randen y = 0 har funktionen g(z) = f(z,0) = ze ® derivatan ¢'(z) =
(1—z)e”* och en stationédr punkt x = 1. Pa randen y = 1 har funktionen h(z) = f(z,1) =
(x — 2)e” " derivatan h'(z) = (3 — x)e™" och en stationiir punkt = = 3. Kandidater till
storsta och minsta virde blir f(1,0) = e~ ! och f(3,1) = e~3. D& omradet &r obegriinsat
ar det inte sékert att storsta och minsta vérde finns, och vi behéver understka gransvérden
mot odndligheten. Vi har

(—2)e™" < fz,y) <ze™,  0<y<L
I omradet géller alltsa f(z,y) — —oo da x — —oco och f(z,y) — 0 < e ! da z — oco. Vi
drar slutsatsen att f saknar minsta viirde, och antar sitt storsta viirde e~ i (1,0).
Svar: fmax = f(1,0) = 1/e. fmin existerar inte.

(Alternativt kan man fixera y = b och studera g(z) = f(z,b) = (z — 2b)e”* med vanliga
envariabelmetoder: gmax = 9(2b + 1) = e Y medan g(z) — —oco0 da z — —oo.
Eftersom 0 < b < 1 far vi maximum e ' da b = 0, medan minimum inte existerar.)

. For polart variabelbyte x = pcos p, y = psin ¢, ger kedjeregeln f;, = (cos @) fr.+(sin go)f;,
f = —p(sing) f; + p(cos ) f,. Detta ger i (p, p) = (2,7/2)

fop = ((cos @) fr + (sin @) f;),
= —(singp) f; + (cos )(—p(sin @) fr, + p(cos ) fr,)
+ (cos ) f, + (sin @) (—p(sin @) f, + p(cos @) fiy,)
= —(sin @) f1 + (cos @) f; + p(cos psin)(fr, — fu,) + p(cos® o — sin® @) f1,
— 5404+0—14=-19.

. Vi beriiknar forst att f har en stationér punkt med kvadratisk form Q(h, k) = —2(h — k)*
i origo. Denna &r negativt semi-definit, och ingen slutsats om lokalt extremvérde kan dras
av detta. Den kvadratiska formens utseende leder oss till att studera f léngs linjen x = y.
Med envariabel-Maclaurinutveckling har vi

f(z,x) =8cosx + =94 (16 +1/3)z* + O(2®) > 9

1— 422
for alla smé 2 # 0. A andra sidan har vi lings linjen y = —x att
f(z,—x) =8cosz+1<9

for alla sma = # 0. Alltsd har f inget lokalt extremvérde i origo.



