Linkopings universitet Kurskod: TATA43
Matematiska institutionen Provkod: TEN1
F-laget

Tentamen i Flervariabelanalys TATA43
2011-04-26 kl 14-19

Inga hjalpmedel tillatna (inte heller minirédknare).

8/12/16 poéng med minst 3/4/5 uppgifter med minst 2 poéng (av 3 mojliga) ger betyg
3/4/5.

Lank till 16sningsskiss finns efter tentamen pa kursens hemsida.

Resultatet blir klart inom 10 arbetsdagar. Information om visning ges da pa kursens

hemsida.
/ / dxdy
p2r—y+1

dir Dgesav 1 <z +2y <2r—y <2

1. Berdkna

2. Bestam samtliga lokala maximi- och minimipunkter till

X Z)=uwx +:172z—x2— —22.
flz,y,2) =2y Yy

/// rz dxdydz,
D

dir D ges av 2? + 5> +422 <2, x>0, 2 > 0.

3. Berakna

4. Bestam storsta och minsta virde, om de finns, av funktionen

fly) =y’ —a* —y,
da z? +y <1 ochy>0.
5. Undersok gransvéardet
i StV
(2,9)—(0,0) (22 + y?)°
for alla reella viarden pa a.

6. Visa att ekvationerna

3xr+azty+el+ 224+ =2,
br+xy+yz+eY+2sinz =1,

i en omgivning av (0,0,0) definierar C'-funktioner x(z) och y(z). Berikna z’(0)
och 4/(0).

7. Bestdm alla C*-16sningar z(w,y) till differentialekvationen

a2, 4 wyzl, —yz, =0da x> 0och y >0

under randvillkoren z(y?,y) = y och z(z,1) = x genom att till exempel gora
variabelbytet { u=axfy
v=1y.



Losningsskisser till tentamen i TATA43 Flervariabelanalys 2011-04-26

1. Ett lampligt variabelbyte &r u = « + 2y, v = 2z — y. Funktionaldeterminanten blir
d(u,v)/d(z,y) = =5, s& dedy = dudv/5, och det nya omradet E ges av 1 <u < v < 2.
Vi far

// dzdy // 1 dudv 1/2 </” ) dv 1/21)—1
_— = _ = — du - - d'U
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2 - n
_;/1 (1_ 2 >dy—;[v—2ln(v+1)]f—12l5(3/2)_
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2. De tre partiella derivatorna ér f, = y+2x2—2x, f; =xz—1och f. = 22 —2z. Ekvationerna
fzj =0, f.=0o0ch f. =0 ger i tur och ordning x = 1, z = 1/2 och y = 1. I denna enda
stationdra punkt (1,1,1/2) har vi andraderivator f,;, =2z —2 = -1, f;, =0, f, =

y’c'yzl, fr —2x—20c:hf" =0. Vi far

R O o -1 1 2 h
Qh,k,l)=(h k 1) | fr, fyy v l=0h k01 0 0 k
far [ty f2e 2 0 -2/ \u

= —h®—20* +2hk +4hl = —(h — k — 21)* + (k + 21)* — 21*.

Tecknen —+ — visar att @ ar indefinit (t.ex. 4r Q(1,0,0) = —1 < 0och Q(1,1,0) =1 > 0)
och den stationéra punkten (1,1,1/2) ar saledes ingen lokal extrempunkt.

Svar: Lokala maximi- och minimipunkter saknas.

3. Linjart byte u = x, v = y, w = 2z med funktionaldeterminant d(u, v, w)/d(x,y,z) = 2 och
nytt omrade E : u?4+v?+w? < 2,u > 0,w > 0, foljt av rymdpolirt byte v = rsin 6 cos ¢,
v =rsinfsiny, w = rcosd, med granser F': 0 <r < V2,0<0< /2, —m/2 < p < 7/2,
ger

1
///:Ezda:dydz—/// wdudvdw —4///rsin@cosgo~rcos€-r2sin0drd0dgp
E F
w/2

1 1 4v2 1 2v/2
:4/0 rdr/o sin? @ cos 0 d6 - _W/2cosg0dg0:4-\5f-3~2:1\5f.

4. De tva bivillkoren g(z,y) = #? +y < 1 och h(z,y) = y > 0 bestimmer en kompakt
mingd, och malfunktionen f(z,y) = zy®> — 2> — y ér kontinuerlig dir. Alltsa existerar
storsta och minsta varde for f pa denna méangd.

Vi far Vf = (y* — 2z,2xy — 1), Vg = (2z,1) och Vh = (0,1). Kandidatjakt:

e dim 2 (inre punkter, g < 1, h > 0): Vf =0 & 2z = y> och 3> = 1 & (z,y) =
(1/2,1), men g(1/2,1) = 5/4 £ 1. Ingen kandidat hér.
e dim 1, bestar av tva delar:

— (parabelkurvan g = 1, h > 0):

2
—2r 2zy—1
Y - yl =y — 42y = y(y — 4a?),

VillVg & 0=
d.v.s. y 0 eller y = 422, men fallet y = 0 #r inte aktuellt eftersom h =y > 0.
y = 42% insatt i g = 1 ger 522 = 1, och kontroll mot h > 0 ger kandidaterna

f(v/5/5,4/5) = —1 +16v/5/125 och f(—/5/5,4/5) = —1 — 16/5/125.



— (strickan g < 1, h =0): Vf || Vh & (y* — 22,22y — 1) || (0,1) & 3* — 22 =0,
som tillsammans med h = 0 och kontroll mot g < 1 ger kandidaten f(0,0) = 0.

e dim 0 (hérn, g = 1, h = 0): Ekvationssystemet g = 1, h = 0 ger genast de tva
kandidaterna f(+1,0) = —1.

Svar: fmax = £(0,0) =0, fumin = f(—V5/5,4/5) = —1 — 16v/5/125.

. Genom att undersoka gréansvirden ldngs kurvor in mot origo tar vi forst fram en kandidat
till tvavariabelgransvirdet. Langs z-axeln, alltsa da y = 0, far vi

0, a<3/2,

22 +0 z372%e, x>0, / ) N

@0 | (a2, z<o, )0 0732 dar—0n
’ ’ +oo, a>3/2,

Tvavariabelgransvirdet existerar salunda inte, inte ens oegentligt, om a > 3/2. Antag nu
att a < 3/2, dér enligt ovan den enda mojliga kandidaten till tvavariabelgransviadet ar 0.
Med poléara koordinater har vi uppskattningen

3—2a

p3 cos® Y+ p3 sin® el

34 .3
z° + — .
y__ ‘ = g PP 2% cos® ¢ 4 sin® | < 2p

(1}2 + y2)a

for alla ¢. Da lim,_o+ p>72% = 0 nir a < 3/2, drar vi av insténgningsregeln slutsatsen
att tvavariabelgransvirdet existerar och &r lika med kandidaten 0.

Svar: Gransvérdet existerar om och endast om a < 3/2 och ar da 0.

. Beteckna med F,G véansterleden i ekvationerna, sa att dessa ar F' = 2, G = 1. Klart
dr att F,G € C' och att F(0,0,0) = 2 och G(0,0,0) = 1. Vidare, i denna punkt &r
VF = (342,14, 2+22+¢%) = (3,2,1) och VG = (54y,x+2+€¥, y+2cosz) = (5,1,2),
och dessa ar &r normalvektorer till ytorna ' = 2 och G = 1. En tangentvektor till
skirningskurvan i (0,0,0) ar VF x VG = (3,2,1) x (5,1,2) = (3, —1,—7), och d& denna
vektors z-komponent dr —7 £ 0, féljer av implicita funktionssatsen att ekvationssystemet
F =2, G = 1 definierar C'-funktioner z(z) och y(z) kring (0,0,0). Derivatorna utlises
till 2/(0) = 3/(=7) = —3/7 och ¢/'(0) = (—1)/(=7) = 1/7.

Svar: 2'(0) = —3/7 och ¢/(0) = 1/7.

. Kedjeregeln ger z;, = (1/y)z, och z, = —(x/y?)2!, + 2., och sedan 2! = (1/y*)z!, och
Zyy = —(2/ )2l + (1/y)2", — (1/y%)z.. Insittning i den partiella differentialekvationen
ger sedan zzl, — yz, = 0, d.v.s., efter division med x > 0 och &vergang till u och v,
2 —(1/u)z), = 0, alltsa (2, —(1/u)z). = 0, som integrerad m.a.p. v ger 2, —(1/u)z = (u).
Integrerande faktor #r hir 1/u, sa (z/u), = ¢(u)/u = ¥ (u), som integrerad m.a.p. u ger
z/u=Y(u)+ h(v), dv.s. z = u¥(u) + uh(v) = g(u) + uh(v) = g(z/y) + (x/y)h(y), dar
g och h dr C*-funktioner av en variabel. (Observera att u > 0, sa bytena ¢(u)/u = 1(u)
och uV¥(u) = g(u) paverkar inte 16sningsméngden utan endast beskrivningen av den.)
Villkoren ger nu y = 2(y%,9) = g(y) + yh(y) for y > 0 och = = z(x,1) = g(x) + zh(1) for
x>0, d.v.s. g(t)+th(t) =t och g(t) +th(l) =t for t > 0. Losningen till detta system &r
h(#) = h(1) och g(t) = t — th(1), som ger 2(z,y) = 2/y — (x/y)h(1) + (z/5)h(1) = 2/y.

Svar: z(x,y) = x/y.



