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1. Beräkna
∫∫

D

xy2 dxdy, där D = {(x, y) ∈ R2 : 1 ≤ x2 + 4y2 ≤ 9 och x ≤ 0}.

2. Bestäm största och minsta värdet, om de finns, av funktionen f(x, y) = xy d̊a
x2 + 2xy + 4y2 ≤ 3 och y ≤ x.

3. Beräkna volymen av den kropp i R3 som begränsas av planen

x + y − z = 0, y − z = 0, y + z = 0 och x + y + z = 2.

4. Bestäm alla lokala maximi- och minimipunkter till

f(x, y, z) = x3 + 3x2 + 2y2 + z2 + 2xz − 2yz.

5. Bestäm alla C2-lösningar z(x, y) till differentialekvationen

xz′′xy − yz′′yy − z′y = 1 för x > y > 0

under randvillkoren z(x, 0) = 1 + x och z(x, x) = ex, x ≥ 0 genom att till exempel

göra variabelbytet

{

u = x

v = xy.

6. Visa att ekvationen x2 + y + ex2y = 1 entydigt definierar en funktion y = f(x), där

f ∈ C1(R). Beräkna ocks̊a gränsvärdet lim
x→0

f(x)

x2
.

7. Beräkna
∫∫∫

D

1

1 + (x2 + y2)3
dxdydz, där D = {(x, y, z) ∈ R3 : z2 ≤ x2 + y2}.
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1. Linjärt byte u = x, v = 2y med dudv = 2 dxdy och nytt omr̊ade E : 1 ≤ u2 + v2 ≤
9, u ≤ 0, följt av planpolärt byte u = ρ cos ϕ, v = ρ sinϕ med dudv = ρ dρdϕ och nytt
omr̊ade F : 1 ≤ ρ ≤ 3, π/2 ≤ ϕ ≤ 3π/2, ger

∫∫

D
xy2 dxdy =

∫∫

E
u(

v

2
)2

dudv

2
=

1

8

∫ 3

1

(

∫ 3π/2

π/2
cos ϕ sin2 ϕ dϕ

)

ρ4 dρ

=
1

8

[

sin3 ϕ

3

]3π/2

π/2

[

ρ5

5

]3

1

=
1

8
· −2

3
· 242

5
= −121

30
.

2. De tv̊a bivillkoren g(x, y) = x2 + 2xy + 4y2 ≤ 3 och h(x, y) = x − y ≥ 0 bestämmer
en sluten delmängd av en ellipsskiva – allts̊a en kompakt mängd – och m̊alfunktionen
f(x, y) = xy är kontinuerlig där. Allts̊a existerar största och minsta värde för f p̊a
denna mängd.

Vi f̊ar ∇f = (y, x), ∇g = (2x + 2y, 2x + 8y) och ∇h = (1,−1). Kandidatjakt:

• dim 2 (inre punkter, g < 3, h > 0): ∇f = 0 ⇔ (y, x) = (0, 0) ⇔ (x, y) = (0, 0),
men h(0, 0) = 0 6> 0. Ingen kandidat här.

• dim 1, best̊ar av tv̊a delar:

∗ (ellipskurvan g = 3, h > 0):

∇f ‖ ∇g ⇔ 0 =

∣

∣

∣

∣

y x
2x + 2y 2x + 8y

∣

∣

∣

∣

= 8y2 − 2x2 ⇔ x = ±2y.

Fallet x = 2y insatt i g = 3 ger y2 = 1/4 och kandidaten f(1, 1/2) = 1/2
(den andra punkten man f̊ar, (−1,−1/2), uppfyller ej kravet h > 0). Fallet
x = −2y ger analogt y2 = 3/4 och kandidaten f(

√
3,−

√
3/2) = −3/2 (den

andra punkten man f̊ar, (−
√

3,
√

3/2), uppfyller ej kravet h > 0).

∗ (sträckan g < 3, h = 0) ∇f ‖ ∇h ⇔ (y, x) ‖ (1,−1) ⇔ y = −x, som insatt i
h = 0 och kontrollerad mot g < 3 ger kandidaten f(0, 0) = 0.

• dim 0 (hörn, g = 3, h = 0): Ekvationssystemet g = 3, h = 0 ger genast 7x2 = 3
och y = x, allts̊a kandidaterna f(

√

3/7,
√

3/7) = f(−
√

3/7,−
√

3/7) = 3/7.

Svar: fmax = f(1, 1/2) = 1/2, fmin = f(
√

3,−
√

3/2) = −3/2.

3. Linjärt variabelbyte:











u = x + y − z,

v = y − z,

w = y + z,

d(u, v, w)

d(x, y, z)
=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 −1
0 1 −1
0 1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 2, dudvdw = |2| dxdydz = 2 dxdydz,

ger nytt omr̊ade E som begränsas av de fyra planen u = 0, v = 0, w = 0 och u−v+w = 2.
Allts̊a är E en tetraeder med hörn i (0, 0, 0), (2, 0, 0), (0,−2, 0) och (0, 0, 2), s̊a

volym(D) =

∫∫∫

D
dxdydz =

∫∫∫

E

dudvdw

2
=

1

2
· volym(E) =

1

2
· 2 · 2 · 2

6
=

2

3
.

4. Stationära punkter f̊as ur ekvationssystemet f ′
x = 3x2 + 6x + 2z = 0, f ′

y = 4y − 2z = 0,
f ′

z = 2z + 2x − 2y = 0. De tv̊a sista ger z = 2y och x = −y, som insatt i den första ger
3y2 − 2y = 0, och därmed de stationära punkterna (0, 0, 0) och (−2/3, 2/3, 4/3).



Andraderivatorna blir f ′′
xx = 6x + 6, f ′′

xy = 0, f ′′
xz = 2, f ′′

yy = 4, f ′′
yz = −2 och f ′′

zz = 2.

I punkten (0, 0, 0) f̊ar vi den kvadratiska formen

Q(h, k, l) =
(

h k l
)
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= 6h2 + 4k2 + 2l2 + 4hl − 4kl = 2(l + h − k)2 + 2(k + h)2 + 2h2,

s̊a Q(h, k, l) ≥ 0 för alla (h, k, l), och Q(h, k, l) = 0 endast om l + h − k = 0, k + h = 0
och h = 0, d.v.s. endast om (h, k, l) = (0, 0, 0). Q är allts̊a positivt definit, och (0, 0, 0)
är s̊aledes en lokal minimipunkt för f .

I punkten (−2/3, 2/3, 4/3) är f ′′
xx = 2, och vi f̊ar

Q(h, k, l) = 2h2 + 4k2 + 2l2 + 4hl − 4kl = 2(l + h − k)2 + 2(k + h)2 − 2h2,

som är indefinit eftersom t.ex. Q(0, 0, 1) = 2 > 0 och Q(1,−1,−2) = −2 < 0, s̊a punkten
(−2/3, 2/3, 4/3) är ingen lokal extrempunkt för f .

Svar: (0, 0, 0) är en lokal minimipunkt. Lokala maximipunkter saknas.

5. Kedjeregeln ger först z′x = z′uu′
x +z′vv

′
x = z′u +yz′v och z′y = z′uu′

y +z′vv
′
y = xz′v, och sedan

z′′xy = (z′y)
′
x = (xz′v)

′
x = z′v + x(z′v)

′
x = z′v + x(z′′uv + yz′′vv) och z′′yy = (z′y)

′
y = (xz′v)

′
y =

x(z′v)
′
y = x2z′′vv. Differentialekvationen blir x2z′′uv = 1, d.v.s. z′′uv = 1/x2 = 1/u2 i

omr̊adet x > y > 0. Integrering ger z′u = v/u2 + g(u) och z = −v/u + G(u) + H(v) =
−y + G(x) + H(xy), där G och H är C2-funktioner av en variabel. Villkoren ger nu
1 + x = z(x, 0) = G(x) + H(0) och ex = z(x, x) = −x + G(x) + H(x2) för x ≥ 0, allts̊a

G(t) = t + 1 − H(0) och H(t) = H(0) − 1 + e
√

t, och därmed z(x, y) = x − y + e
√

xy.

Svar: z(x, y) = x − y + e
√

xy.

6. Fixera x = a ∈ R och studera funktionen g(y) = a2+y+ea2y. Denna är strängt växande
eftersom g′(y) = 1 + a2ea2y ≥ 1 för alla y, och g(y) → ±∞ d̊a y → ±∞, s̊a det finns
precis ett b ∈ R för vilket g(b) = 1; vi kan definiera f(a) = b, entydigt.

Sätt nu F (x, y) = x2 + y + ex2y. Eftersom F ∈ C1 och F ′
y = 1 + x2ex2y ≥ 1 (och därmed

speciellt 6= 0) för alla (x, y), ger implicita funktionssatsen att ekvationen F (x, y) = 1
definierar en lokal C1-funktion y(x) kring varje punkt (a, b) som uppfyller F (a, b) = 1.
Tack vare entydigheten i första stycket ovan följer det att dessa lokala funktioner y(x)
m̊aste sammanfalla med f(x), som därmed är C1.

C1-funktionen f uppfyller ekvationen 1 = F (x, f(x)) = x2 + f(x) + ex2f(x), x ∈ R.
Insättning av x = 0 här ger f(0) = 0, och om x 6= 0 gäller f(x) 6= 0 (ty f(x) = 0 ⇒
x2 = 0) och

f(x)

x2
= −f(x) · ex2f(x) − 1

x2f(x)
− 1 → −f(0) · 1 − 1 = −1, x → 0,

där vi använt standardgränsvärdet (et − 1)/t → 1 d̊a t → 0. Svar: Gränsvärdet är −1.

7. Integralen är generaliserad, men integranden är positiv, s̊a upprepad integration och
variabelbyte är till̊atet. Med stavar i z-led ges D av −

√

x2 + y2 ≤ z ≤
√

x2 + y2,
(x, y) ∈ R2, s̊a med planpolära koordinater (eventuellt följt av bytet t = ρ3) f̊ar vi

∫∫∫

D

dxdydz

1 + (x2 + y2)3
=

∫∫

R2

(

∫

√
x2+y2

−
√

x2+y2

dz

)

dxdy

1 + (x2 + y2)3

=

∫∫

R2

2
√

x2 + y2 dxdy

1 + (x2 + y2)3
= 2π

∫ ∞

0

2ρ2 dρ

1 + ρ6
=

4π

3

[

arctan(ρ3)
]∞
0

=
2π2

3
.


