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Inga hjalpmedel tillatna (inte heller minirdknare).

8/12/16 podng med minst 3/4/5 uppgifter med minst 2 poédng (av 3 méjliga) ger betyg
3/4/5.

Lank till 16sningsskiss finns efter tentamen pa kursens hemsida.

Resultatet blir klart inom 12 arbetsdagar. Information om visning ges da pa kursens
hemsida.

1. Berdkna

// xy* dedy, dir D = {(z,y) € R*: 1 < 2® + 4y* < 9 och = < 0}.
D

2. Bestam storsta och minsta vérdet, om de finns, av funktionen f(z,y) = zy da
22 4 2zy +4y?> <3 och y < z.

3. Beriikna volymen av den kropp i R® som begréinsas av planen

r4+y—2=0,y—2=0,y+z=0o0chx+y+2=2.

4. Bestam alla lokala maximi- och minimipunkter till

f(x,y,2) = 2° + 32° + 2> + 2 + 222 — 2y2.

5. Bestiam alla C*-16sningar z(w, y) till differentialekvationen

T2y — Y2y — 2y = 1 for 2> 9 >0
under randvillkoren z(z,0) = 1+ x och z(z,x) = €, > 0 genom att till exempel
=z

gora variabelbytet { v = 2.

6. Visa att ekvationen z° +y + "V =1 entydigt definierar en funktion y = f(x), dar
f(z)

f € C*(R). Beriikna ocksa griansvirdet liIr(l) —
Tr— xr

7. Berakna

1
///D dedydz’ dar D = {(zvyaz) S R3 . 22 S ;1;'2 _|_y2}



Losningsskisser till tentamen i TATA43 Flervariabelanalys 2011-01-12

. Linjirt byte v = z, v = 2y med dudv = 2dxdy och nytt omrade E : 1 < u? 4+ v? <
9, u <0, foljt av planpolért byte u = pcosy, v = psiny med dudv = pdpdp och nytt
omrade F': 1 <p <3, 7/2<¢p<3m/2, ger

dud 1 3 3r/2
//Da:yZdncdy—//Eu(;)2 uzv_g/l (//2 cos psin® pdy | p*dp

_1[sin3<p]3ﬂ/2 [p5]3_1 —2 242 121
o T2 2

3 l.p 5], 8 3 5 307

. De tva bivillkoren g(x,y) = 22 + 22y + 43> < 3 och h(z,y) = x — y > 0 bestdmmer
en sluten delméngd av en ellipsskiva — alltsa en kompakt méngd — och malfunktionen
f(z,y) = zy &ar kontinuerlig dér. Alltsa existerar stérsta och minsta virde for f pa

denna méangd.
Vi far Vf = (y,z), Vg = (22 + 2y, 2z + 8y) och Vh = (1, —1). Kandidatjakt:

e dim 2 (inre punkter, ¢ < 3, h > 0): Vf =0 < (y,z) = (0,0) & (z,y) = (0,0),
men h(0,0) = 0 % 0. Ingen kandidat hér.
e dim 1, bestar av tva delar:

% (ellipskurvan g = 3, h > 0):

_ Y €z Q2 9.2 _
VilVyg < O_2x+2y 2:c+8y_8y 2z & x =42
Fallet z = 2y insatt i ¢ = 3 ger y?> = 1/4 och kandidaten f(1,1/2) = 1/2
(den andra punkten man far, (—1,—1/2), uppfyller ej kravet h > 0). Fallet
x = —2y ger analogt y?> = 3/4 och kandidaten f(v/3,—+/3/2) = —3/2 (den
andra punkten man far, (—+/3,1/3/2), uppfyller ej kravet h > 0).
% (strackan ¢ < 3, h=0) Vf | Vh & (y,2) | (1,-1) & y = —z, som insatt i
h = 0 och kontrollerad mot g < 3 ger kandidaten f(0,0) = 0.
e dim 0 (hérn, g = 3, h = 0): Ekvationssystemet g = 3, h = 0 ger genast 722 = 3

och y = z, alltsa kandidaterna f(~/3/7,/3/7) = f(—/3/7,—/3/7) = 3/7.
M: fmax = f(17 1/2) = 1/27 fmin = f(\/§7 _\/3/2) = _3/2

. Linjért variabelbyte:

U=r+y—2z, d(u, v, w) 1 1 -1
v=1yY — 2, - = =10 1 —1|=2, dudvdw = |2|dzdydz = 2dxdydz,
w=y+z,

ger nytt omrade E som begrinsas av de fyra planen v = 0, v = 0, w = 0 och u—v+w = 2.
Alltsa &r E en tetraeder med hérn i (0,0,0), (2,0,0), (0,—2,0) och (0,0,2), sa

dudvd 1 1 2-2.2 2
Volym(D):///Ddxdydz:///E u2v wzi-volym(E):i- s =3

. Stationira punkter fis ur ekvationssystemet f, = 322 + 6z + 2z = 0, fé =4y — 2z =0,
fL =224 2x — 2y = 0. De tva sista ger z = 2y och x = —y, som insatt i den forsta ger
3y? — 2y = 0, och dérmed de stationiira punkterna (0,0,0) och (—2/3,2/3,4/3).




Andraderivatorna blir f7, = 6x +6, fi, =0, fi, =2, f;, =4, f, = —2och f], =
I punkten (0,0,0) far vi den kvadratiska formen

(A AN 6 0 2\ (h

Qhky=(h k )| fr, fi, fillk]=0r & )0 4 2|k
1" iz " l 2 -9 2 l
Tz Yz 2z

= 6h2 + 4k? + 212 4+ 4hl — 4kl = 2(1 + h — k)% + 2(k + h)? + 2h2,

sa Q(h,k,l) > 0 for alla (h, k,1), och Q(h,k,l) =0endast om l+h—k=0,k+h=0
och h =0, d.v.s. endast om (h, k,l) = (0,0,0). @ dr alltsa positivt definit, och (0,0, 0)
ar saledes en lokal minimipunkt fo6r f.
I punkten (—2/3,2/3,4/3) ar fI. =2, och vi far

Q(h, k1) = 2h% + 4k% 4 21% + 4hl — 4kl = 2(1 + h — k)? + 2(k + h)% — 212,
som &r indefinit eftersom t.ex. Q(0,0,1) =2 > 0 och Q(1,—1, —2) = —2 < 0, sa punkten
(—2/3,2/3,4/3) dr ingen lokal extrempunkt for f.

Svar: (0,0,0) dr en lokal minimipunkt. Lokala maximipunkter saknas.

. Kedjeregeln ger forst z;, = 2, uy, 42,0, = 2, +yz, och 2z, = z,u, + z,v, = r2,, och sedan
2y = () = @)L = 2+ a(:0)h = 2 + ozl +y20) och 20y = (), = (223, =
x(z,);, = a2z, Differentialekvationen blir 22z, = 1, dvs. z, = 1/2* = 1/u® i
omradet > y > 0. Integrering ger 2/, = v/u? + g(u) och z = —v/u + G(u) + H(v) =
—y + G(x) + H(xy), dir G och H &r C?-funktioner av en variabel. Villkoren ger nu
1+ =2(x,0) = G(x) + H(0) och €® = z(x,2) = —x + G(z) + H(z?) for x > 0, alltsa
G(t) =t+1— H(0) och H(t) = H(0) — 1+ V%, och déirmed z(z,y) = = — y + eV,

Svar: z(z,y) =z — y + eV,

. Fixera x = a € R och studera funktionen g(y) = a2+y+e“2y. Denna ér strangt vixande
eftersom ¢'(y) = 1+ a2e?’¥ > 1 for alla y, och g(y) — oo da y — +o0, sa det finns
precis ett b € R for vilket g(b) = 1; vi kan definiera f(a) = b, entydigt.
Sitt nu F(z,y) = 22 +y + Y. Eftersom F € C! och F,=1+ 22y > 1 (och ddrmed
speciellt # 0) for alla (x,y), ger implicita funktionssatsen att ekvationen F(x,y) = 1
definierar en lokal C'-funktion y(z) kring varje punkt (a,b) som uppfyller F(a,b) = 1.
Tack vare entydigheten i forsta stycket ovan foljer det att dessa lokala funktioner y(x)
maste sammanfalla med f(z), som dirmed &r C'.
C!-funktionen f uppfyller ekvationen 1 = F(z, f(z)) = 2% + f(z) + /@) 2z € R.
Inséttning av = 0 hér ger f(0) = 0, och om = # 0 géller f(z) # 0 (ty f(z) =0 =
22 = 0) och

flx e’ @) _ 1

( ) = —f(l‘ : 2
z?f(x)

déir vi anvint standardgrinsvirdet (e — 1)/t — 1 da t — 0. Svar: Grénsvérdet ir —1.

—1—-—-f0)-1-1=-1, z—0,

. Integralen &r generaliserad, men integranden &r positiv, sa upprepad integration och

variabelbyte #r tillatet. Med stavar i z-led ges D av —y/22 + 32 < z < /22 + 12,
(z,y) € R?, s med planpoliira koordinater (eventuellt foljt av bytet t = p3) far vi

// / dxdydz // / Vatty? dxdy
dy | — %9
1+ (22 +¢?) rR2 \J-orrz ) 1+ (@2 +92)°

2¢/x? dzd *20%dp 4 272
// 2* 4y dedy 271'/ P p:—ﬂ[arctan(pg)]w:i.
rz 1+ (22 +y?)3 o 14+p6 3 0 3



