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Inga hjdlpmedel tillatna (inte heller minirdknare).

8/12/16 poéng med minst 3/4/5 uppgifter med minst 2 podng (av 3 méjliga) ger betyg
3/4/5.

Lank till 16sningsskiss finns efter tentamen pa kursens hemsida.

Resultatet blir klart inom 10 arbetsdagar. Information om visning ges da pa kursens
hemsida.

1. Bestdm alla C'-16sningar z(z,y) till differentialekvationen

/ r_
zx—yzy—cosx

under bivillkoret z(m,y) = vy, till exempel med hjélp av variabelbytet { 5 f ze“T

2. Berdkna /// e* drdydz, dir D = {(z,y,2) € R* : y/a2 + 2 < 2 < 1}.
D

3. Bestam alla lokala maximi- och minimipunkter till

f(z,y,2) = 2y — 2 — 3 —22+%x3.

4. Bestim storsta och minsta viirdet, om de finns, av funktionen f(x,y) = 2*+6xy+y?
pa den del av cirkelskivan z* + y? < 5 dér  + 1 > 0.

2
5. Berakna / / % dxdy, dar D ar det omrade i forsta kvadranten som ges av
D 7y

1< J < xy < V3.
T

6. Visa att avbildningen
u=uze +ylnz
v=12%+1°

i en omgivning av punkten (z,y) = (1,0) har en C'-invers som #r definierad i
en motsvarande omgivning av (u,v) = (1,1). Lat I' vara en kurva i (u,v)-planet
som gar genom punkten (1,1) och som i den punkten har tangentvektorn (2,9).
x = x(u,v)
Yy = y(“? 1})
Bestédm tangentvektorn till C' i punkten (1,0).

Den inversa avbildningen avbildar T pa en kurva C'i (x, y)-planet.

7. Lat f vara en C'-funktion och betrakta ytan y = zf <E> ,x > 0. Visa att alla
x

tangentplan till ytan innehaller origo.
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. Kedjeregeln ger z;, = z,uy + 2,v, = 2z, + ye®z, och 2, = zuy + zv, = ez, sa
differentialekvationen blir 2} — yz; = 2, = cosxz = cosu. Integrering ger z = sinu +
g(v) = sinxz+g(ye®), och villkoret z(m,y) = sinT+g(ye™) = g(ye™) = y ger g(t) = te™ ™,

och didrmed z(z,y) = sinz + ye* ™. Svar: z(z,y) = sinx + ye® .

. Med skivor D, : /22 + y? < z pa fixa z-nivaer (cirkelskivor med radie z), 0 < z < 1,
far vi, sa smaningom med upprepad partiell integration,

1 1
/// edexdydz = / e?* <// dmdy) dz = / e?* area(D,) dz
D 0 D, 0
1

= / Xrdy = = [€%(222 — 22 + 1)](1) = z(62 —1).

0 4 4
(Alternativ: Stavar i z-led, /22 4+ y2 < z < 1 och projektion D : z2+y? < 1i zy-planet
gar ocksa: [[[, €¥ duvdydz = [[5(e2/2 — 2V*+Y* /2) dudy = 7Tf01(€2 —e2P)pdp = ...)
. Stationira punkter fas ur ekvationssystemet f. =y — 2x + 322/2 = 0, fy=2—2y=0,
fl = =2z = 0. Den andra ger y = /2, som insatt i den forsta ger 322/2 — 3x/2 = 0,
alltsa © = 0 eller x = 1. Vi far lésningarna (z,y, z) = (0,0,0) och (1,1/2,0), som ddrmed
ar funktionens stationéra punkter.
Andraderivatorna blir f;, =3z —2, fy, =1, fi/, =0, f,, = =2, f, = 0och f, = 2.

yz
I punkten (0,0,0) blir f2 = —2, och den kvadratiska formen

L AN 2 1 0\ (h
Qky=n &k O s s ) k]=0 k)1 2 0%
v Jye J2) N 0 0 -2/ \!

= —2h% + 2hk — 2k — 212 = —2(h — k/2)%* — (3/2)k? — 2I?,

sa Q(h,k,1) <0 for alla (h,k,l), och Q(h,k,l) =0 endast om h — k/2 =0, k =0 och
[ = 0, d.v.s. endast om (h,k,l) = (0,0,0). @ &r alltsa negativt definit, och punkten
(0,0,0) &r ddrmed en lokal maximipunkt for f.

I punkten (1,1/2,0) blir f7, =1, och den kvadratiska formen

Q(h, k1) = h* + 2hk — 2k* — 21> = (h 4+ k)? — 3% — 21%,
sa @ &r indefinit: t.ex. & Q(1,0,0) =1 > 0 och Q(0,1,0) = —2 < 0. Punkten (1,1/2,0)
ar alltsa ingen lokal extrempunkt for f.
Svar: (0,0,0) dr en lokal maximipunkt. Lokala minimipunkter saknas.
. De tva bivillkoren g(z,y) = 22 + y> < 5 och h(z,y) = = + 1 > 0 bestimmer en
sluten delméngd av en cirkelskiva — alltsa en kompakt méngd — och malfunktionen

f(z,y) = 22 + 62y + y? #r kontinuerlig dir. Alltsa existerar storsta och minsta virde
for f pa denna mangd.

Vi far Vf = (2z + 6y, 6x + 2y), Vg = (2z,2y) och Vh = (1,0). Kandidatjakt:

e dim 2 (inre punkter, g < 5, h > 0): Vf = 0 & (2z + 6y,6z + 2y) = (0,0) <
(x,y) = (0,0), som uppfyller g < 5 och h > 0. Kandidat f(0,0) = 0.

e dim 1, bestar av tva delar:



* (cirkelbagen g =5, h > 0):

2z + 6y 6x + 2y
2z 2y

Insittning i g = 5 ger fyra punkter, (+1/5/2, £+/5/2), av vilka (1/5/2, £1/5/2)
uppfyller h > 0. Kandidater: f(1/5/2,/5/2) = 20, f(1/5/2,—+/5/2) = —10.
* (strickan g < 5, h =0): Vf || Vh < (22 4 6y,6x + 2y) || (1,0) & y = —3z,
som insatt i A = 0 ger punkten (—1,3), men g(—1,3) £ 5. Ingen kandidat hér.

2 2

VillVg & 0= =122 - 2?) o =22

e dim 0 (hérn, g = 5, h = 0): Ekvationssystemet g = 5, h = 0 ger genast 2 + 4% =5
och x = —1, alltsa kandidaterna f(—1,2) = —7 och f(—1,—-2) = 17.

Svar: fmax = f(\/%a \/%) =20, fmin = f(\/ya_\/%) ==

. Variabelbytet u = y/x och v = xy dér x > 0 och y > 0 &r tillatet, eftersom det &r
inverterbart dér: z = \/v/u, y = y/uv. Vidare,

d(u,v) _ ‘—y/x2 1/x
d(x,y) Y x

sa dudv = |—2u] dzdy = 2udzdy. Ny mingd E : 1 <u < v < /3, en triangel, sa

// . // uv dudv_/\/g / vdu \ dv
1+ 22y2 dy = 1+v2 2u ) L 14+02) 2

_/‘[<1 1—|—U>dv_[v arctan v ln(1+v2)]\/§_\/§—1 T In2
1

= —— = —2u,

2 2 4

1+02) 2 L2 24 4

(Alternativ: Eftersom (arctanzy), = y/(1 + (zy)?) kan vi ocksa anviinda upprepad
integration, men till priset av besvérligare rakningar.

4
[Jp v/ (1 + (zy)?) dady = fl‘/g larctan zy];_% dy + f\f y[arctan zy)"= f/y dy=...)
. Avbildningen &r C! och avbildar (z,y) = (1,0) pa (u,v) = (1,1), och eftersom funktio-

nalmatrisen
g uhp uy\ _ (eY+y/r xze+Inz) (1 1
- / /2 2 2 -
vy Uy 3z 3y 30
da (x,y) = (1,0), och saledes har determinant # 0, ger inversa funktionssatsen en lokal

Cl-invers (QZ(Z’L v),y(u,v)). Vidare, om I' ges av (u(t),v(t)) med (u(0),v(0)) = (1,1)
och (u'(0),v(0)) = (2,9), sa ges C av (x(t),y(t)) = (z(u(t), v(t),y(u(t), v(t))) dér
(2(0),y(0)) = (1,0) och tangentvektorn i (1,0) &r (2/(0),4'(0)). Kedjeregeln ger nu
sambandet

(o) =2 (o) s (o) = ) () = (),
Svar: Tangentvektorn ar (3,—1).

. Ytan kan skrivas som nivaytan F(z,y,z) = zf(z/x) —y = 0. Tag nu en godtycklig
punkt (a,b,c) pa ytan, alltsa en punkt som uppfyller F(a,b,c) = 0. Tangentplanet II
till ytan i (a, b, ¢) har normalvektor VF(a,b,c) = (f(c/a)—cf'(c/a)/a, -1, f'(¢/a)), och
VF(a,b,c)-(a—0,b—0,c—0)=af(c/a) —b= F(a,b,c) =0, eftersom (a,b, c) ligger
pa ytan. Alltsa ligger (0,0,0) i tangentplanet II, vilket skulle bevisas.



