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1. Bestäm alla C1-lösningar z(x, y) till differentialekvationen

z′x − y z′y = cos x

under bivillkoret z(π, y) = y, till exempel med hjälp av variabelbytet

{

u = x

v = yex

2. Beräkna

∫∫∫

D

e2z dxdydz, där D = {(x, y, z) ∈ R3 :
√

x2 + y2 ≤ z ≤ 1}.

3. Bestäm alla lokala maximi- och minimipunkter till

f(x, y, z) = xy − x2 − y2 − z2 +
1

2
x3.

4. Bestäm största och minsta värdet, om de finns, av funktionen f(x, y) = x2+6xy+y2

p̊a den del av cirkelskivan x2 + y2 ≤ 5 där x + 1 ≥ 0.

5. Beräkna

∫∫

D

y2

1 + x2y2
dxdy, där D är det omr̊ade i första kvadranten som ges av

1 ≤ y

x
≤ xy ≤

√
3.

6. Visa att avbildningen
{

u = xey + y ln x

v = x3 + y3

i en omgivning av punkten (x, y) = (1, 0) har en C1-invers som är definierad i
en motsvarande omgivning av (u, v) = (1, 1). L̊at Γ vara en kurva i (u, v)-planet
som g̊ar genom punkten (1, 1) och som i den punkten har tangentvektorn (2, 9).

Den inversa avbildningen

{

x = x(u, v)
y = y(u, v)

avbildar Γ p̊a en kurva C i (x, y)-planet.

Bestäm tangentvektorn till C i punkten (1, 0).

7. L̊at f vara en C1-funktion och betrakta ytan y = xf
(z

x

)

, x > 0. Visa att alla

tangentplan till ytan inneh̊aller origo.
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1. Kedjeregeln ger z′x = z′uu′
x + z′vv

′
x = z′u + yexz′v och z′y = z′uu′

y + z′vv
′
y = exz′v, s̊a

differentialekvationen blir z′x − yz′y = z′u = cos x = cos u. Integrering ger z = sinu +
g(v) = sinx+g(yex), och villkoret z(π, y) = sinπ+g(yeπ) = g(yeπ) = y ger g(t) = te−π,
och därmed z(x, y) = sinx + yex−π. Svar: z(x, y) = sinx + yex−π.

2. Med skivor Dz :
√

x2 + y2 ≤ z p̊a fixa z-niv̊aer (cirkelskivor med radie z), 0 ≤ z ≤ 1,
f̊ar vi, s̊a sm̊aningom med upprepad partiell integration,

∫∫∫

D
e2zdxdydz =

∫

1

0

e2z

(∫∫

Dz

dxdy

)

dz =

∫

1

0

e2z area(Dz) dz

=

∫

1

0

e2zπz2 dz =
π

4

[

e2z(2z2 − 2z + 1)
]1

0
=

π

4
(e2 − 1).

(Alternativ: Stavar i z-led,
√

x2 + y2 ≤ z ≤ 1 och projektion D̃ : x2+y2 ≤ 1 i xy-planet

g̊ar ocks̊a:
∫∫∫

D e2z dxdydz =
∫∫

D̃(e2/2 − e2

√
x2+y2

/2) dxdy = π
∫

1

0
(e2 − e2ρ)ρ dρ = ...)

3. Stationära punkter f̊as ur ekvationssystemet f ′
x = y − 2x + 3x2/2 = 0, f ′

y = x− 2y = 0,
f ′

z = −2z = 0. Den andra ger y = x/2, som insatt i den första ger 3x2/2 − 3x/2 = 0,
allts̊a x = 0 eller x = 1. Vi f̊ar lösningarna (x, y, z) = (0, 0, 0) och (1, 1/2, 0), som därmed
är funktionens stationära punkter.

Andraderivatorna blir f ′′
xx = 3x − 2, f ′′

xy = 1, f ′′
xz = 0, f ′′

yy = −2, f ′′
yz = 0 och f ′′

zz = −2.

I punkten (0, 0, 0) blir f ′′
xx = −2, och den kvadratiska formen

Q(h, k, l) =
(

h k l
)





f ′′
xx f ′′

xy f ′′
xz

f ′′
xy f ′′

yy f ′′
yz

f ′′
xz f ′′

yz f ′′
zz









h
k
l



 =
(

h k l
)





−2 1 0
1 −2 0
0 0 −2









h
k
l





= −2h2 + 2hk − 2k2 − 2l2 = −2(h − k/2)2 − (3/2)k2 − 2l2,

s̊a Q(h, k, l) ≤ 0 för alla (h, k, l), och Q(h, k, l) = 0 endast om h − k/2 = 0, k = 0 och
l = 0, d.v.s. endast om (h, k, l) = (0, 0, 0). Q är allts̊a negativt definit, och punkten
(0, 0, 0) är därmed en lokal maximipunkt för f .

I punkten (1, 1/2, 0) blir f ′′
xx = 1, och den kvadratiska formen

Q(h, k, l) = h2 + 2hk − 2k2 − 2l2 = (h + k)2 − 3k2 − 2l2,

s̊a Q är indefinit: t.ex. är Q(1, 0, 0) = 1 > 0 och Q(0, 1, 0) = −2 < 0. Punkten (1, 1/2, 0)
är allts̊a ingen lokal extrempunkt för f .

Svar: (0, 0, 0) är en lokal maximipunkt. Lokala minimipunkter saknas.

4. De tv̊a bivillkoren g(x, y) = x2 + y2 ≤ 5 och h(x, y) = x + 1 ≥ 0 bestämmer en
sluten delmängd av en cirkelskiva – allts̊a en kompakt mängd – och m̊alfunktionen
f(x, y) = x2 + 6xy + y2 är kontinuerlig där. Allts̊a existerar största och minsta värde
för f p̊a denna mängd.

Vi f̊ar ∇f = (2x + 6y, 6x + 2y), ∇g = (2x, 2y) och ∇h = (1, 0). Kandidatjakt:

• dim 2 (inre punkter, g < 5, h > 0): ∇f = 0 ⇔ (2x + 6y, 6x + 2y) = (0, 0) ⇔
(x, y) = (0, 0), som uppfyller g < 5 och h > 0. Kandidat f(0, 0) = 0.

• dim 1, best̊ar av tv̊a delar:



∗ (cirkelb̊agen g = 5, h > 0):

∇f ‖ ∇g ⇔ 0 =

∣

∣

∣

∣

2x + 6y 6x + 2y
2x 2y

∣

∣

∣

∣

= 12(y2 − x2) ⇔ y2 = x2.

Insättning i g = 5 ger fyra punkter, (±
√

5/2,±
√

5/2), av vilka (
√

5/2,±
√

5/2)
uppfyller h > 0. Kandidater: f(

√

5/2,
√

5/2) = 20, f(
√

5/2,−
√

5/2) = −10.

∗ (sträckan g < 5, h = 0): ∇f ‖ ∇h ⇔ (2x + 6y, 6x + 2y) ‖ (1, 0) ⇔ y = −3x,
som insatt i h = 0 ger punkten (−1, 3), men g(−1, 3) 6< 5. Ingen kandidat här.

• dim 0 (hörn, g = 5, h = 0): Ekvationssystemet g = 5, h = 0 ger genast x2 + y2 = 5
och x = −1, allts̊a kandidaterna f(−1, 2) = −7 och f(−1,−2) = 17.

Svar: fmax = f(
√

5/2,
√

5/2) = 20, fmin = f(
√

5/2,−
√

5/2) = −10.

5. Variabelbytet u = y/x och v = xy där x > 0 och y > 0 är till̊atet, eftersom det är
inverterbart där: x =

√

v/u, y =
√

uv. Vidare,

d(u, v)

d(x, y)
=

∣

∣

∣

∣

−y/x2 1/x
y x

∣

∣

∣

∣

= −2y

x
= −2u,

s̊a dudv = |−2u| dxdy = 2u dxdy. Ny mängd E : 1 ≤ u ≤ v ≤
√

3, en triangel, s̊a

∫∫

D

y2

1 + x2y2
dxdy =

∫∫

E

uv

1 + v2
· dudv

2u
=

∫

√
3

1

(∫ v

1

v du

1 + v2

)

dv

2

=

∫

√
3

1

(

1 − 1 + v

1 + v2

)

dv

2
=

[

v

2
− arctan v

2
− ln(1 + v2)

4

]

√
3

1

=

√
3 − 1

2
− π

24
− ln 2

4
.

(Alternativ: Eftersom (arctanxy)′x = y/(1 + (xy)2) kan vi ocks̊a använda upprepad
integration, men till priset av besvärligare räkningar.
∫∫

D y2/(1 + (xy)2) dxdy =
∫

4
√

3

1
y[arctanxy]x=y

x=1
dy +

∫

√
3

4
√

3
y[arctanxy]

x=
√

3/y
x=1

dy = . . .)

6. Avbildningen är C1 och avbildar (x, y) = (1, 0) p̊a (u, v) = (1, 1), och eftersom funktio-
nalmatrisen

J =

(

u′
x u′

y

v′x v′y

)

=

(

ey + y/x xey + lnx
3x2 3y2

)

=

(

1 1
3 0

)

d̊a (x, y) = (1, 0), och s̊aledes har determinant 6= 0, ger inversa funktionssatsen en lokal
C1-invers (x(u, v), y(u, v)). Vidare, om Γ ges av (u(t), v(t)) med (u(0), v(0)) = (1, 1)
och (u′(0), v′(0)) = (2, 9), s̊a ges C av (x(t), y(t)) = (x(u(t), v(t)), y(u(t), v(t))) där
(x(0), y(0)) = (1, 0) och tangentvektorn i (1, 0) är (x′(0), y′(0)). Kedjeregeln ger nu
sambandet

(

u′(0)
v′(0)

)

= J

(

x′(0)
y′(0)

)

, allts̊a

(

x′(0)
y′(0)

)

=

(

0 1/3
1 −1/3

) (

2
9

)

=

(

3
−1

)

.

Svar: Tangentvektorn är (3,−1).

7. Ytan kan skrivas som niv̊aytan F (x, y, z) = xf(z/x) − y = 0. Tag nu en godtycklig
punkt (a, b, c) p̊a ytan, allts̊a en punkt som uppfyller F (a, b, c) = 0. Tangentplanet Π
till ytan i (a, b, c) har normalvektor ∇F (a, b, c) = (f(c/a)−cf ′(c/a)/a,−1, f ′(c/a)), och
∇F (a, b, c) · (a − 0, b − 0, c − 0) = af(c/a) − b = F (a, b, c) = 0, eftersom (a, b, c) ligger
p̊a ytan. Allts̊a ligger (0, 0, 0) i tangentplanet Π, vilket skulle bevisas.


