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Inga hjalpmedel tillatna (inte heller minirdknare).

8/12/16 podng med minst 3/4/5 uppgifter med minst 2 podng (av 3 mdjliga) ger betyg
3/4/5.

Lank till 16sningsskiss finns efter tentamen pa kursens hemsida.

Resultatet blir klart inom 10 arbetsdagar. Information om visning ges da pa kursens
hemsida.

1. Berdkna /// yzdrdydz dir D = {(z,y,2) e R*: 2 + > <2 <1, o +y >0}
D

2. Bestim alla lokala maximi- och minimipunkter till f(z,y) = (2% — 2y%)e™ .

3. Bestidm alla plan som tangerar ytan z® + y* = 3z och dr parallella med planet
z =144z + 4y.

4. Bestém alla C'-16sningar u(z, y, z) till differentialekvationssystemet
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u, =yze” —yt—z

u :xze22—2xy+z2—1

/
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/
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/
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u, = xy(1 +22%)e”” — x4 2yz + cos 2
med villkoret «(0,0,7) = 2.

5. Bestdm storsta och minsta vardet av funktionen f(z,y,z) =z da

{x2+y2+z2 1

<
< 0

r—y+=z
om sadana finns.

6. (a) Definiera vad som menas med att f(x,y) éar differentierbar i punkten (a, b).
(b) Understk om funktionen
(z —y)* + 2° + zy?

flz,y) = 7%+ y?
0 , (2,y) =(0,0)

ar differentierbar i (0, 0).

7. Berakna volymen av kroppen som beskrivs av

{(z,y,2) eR*: 22 < (z+y+2)" + o — 2y < 2}



Lo6sningsskisser till tentamen i TATA43 Flervariabelanalys 2010-04-09

1. D:s projektion D i zy-planet ges av 22 + y2 < 1 och z 4 y > 0, sa med stavar i z-led och i
ett senare steg planpolira koordinater far vi

1 1— (22 & 22)2
/// yzdmdydzz// y(/ zdz) dmdy:// dexdy
D D x24y? D 2
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2. Stationdra punkter fas ur f, = (2z + 2 — 2y°)e*™ = 0, f, = (—4y + 2® — 2y*)e" TV = 0,
alltsa ur x2 — 2y? = 4y och x = —2y, som ger de stationira punkterna (0,0) och (—4,2).
Andraderivatorna blir I, = (24 4x 4+ 2 — 2y®)e" 1Y, fI! = (20 — 4y + 2% — 2y)e" T och

vy = (=4 =8y + x? — 2y*)e" V.
I punkten (0,0) blir f, = 2, f;\, = 0 och f;! = —4, och dérmed far vi den kvadratiska
formen

QU k) = (h k) ( o %}/) (’;) —(h K (3 _04> (Z) —2n% — 4k,

zy vy

som dr indefinit eftersom t.ex. @Q(1,0) = 2 > 0 medan Q(0,1) = —4 < 0, s& punkten (0, 0)
dr ingen lokal extrempunkt for f.

I punkten (—4,2) blir f, = —6e~2, f/ = —8e~? och f,), = =122, och dérmed far vi den
kvadratiska formen

Q(h, k) = —e?(6h” + 16hk + 12k*) = —6e > ((h + 4k/3)* + 2k /9) ,

sa Q(h,k) < 0 for alla (h, k), och Q(h,k) = 0 endast om h + 4k/3 = 0 och k = 0, d.v.s.
endast om (h,k) = (0,0). @ &r alltsd negativt definit, och punkten (—4,2) &r ddrmed en
lokal maximipunkt for f.

Svar: (—4,2) &ar en lokal maximipunkt. Lokala minimipunkter saknas.

3. Ytan kan ses som nivaytan F(z,y,2) = 22 +y* — 3z = 0. Tangentplanet till ytan i en punkt
(a,b,c) pa ytan dr parallellt med planet 4o + 4y — z = —1 precis da VF(a,b,¢) || (4,4,—1)
och F(a,b,c) =0, d.v.s. precis da (2a,2b, —3) || (4,4, —1) och a? + b? = 3¢, alltsi precis da
a =b =06 och ¢ = 24. Vi far ddrmed den enda tangeringspunkten (a,b,c) = (6,6,24), och
tillhorande tangentplans ekvation ér 4o +4y —z2=4-6+4-6 — 24 = 24.

Svar: dx + 4y — z = 24.

4. Integration av ekvation 1 m.a.p. = ger u = xyz e — ry? — xz + g(y,2), som deriverat
m.a.p. y och insatt i ekvation 2 ger u; = rz e — 2xy + 9y(y,2) = w2 e” — 2y + 22 — 1,
alltsa g, (y,z) = 2* — 1, d.v.s. g(y, 2) = y2° — y + h(z). Derivering m.a.p. z och insiittning i
ekvation 3 ger nu v/, = zy e +2xyz2e” — x+2yz+h'(z) = zy(l —|—222)ez2 —x+2yz+cos z,
alltsa h/(z) = cos z, d.v.s. h(z) =sinz + C. Villkoret «(0,0,7) = 2 ger slutligen C' = 2.
Svar: u = xyzez2 —ay? —xz+yz? —y+sinz + 2.

5. De tva bivillkoren g(z,y, z) = 22 + 4?4+ 22 < 1 och h(z,y, 2) = * — y + z < 0 bestdmmer ett
slutet halvklot — alltsa en kompakt miingd — och malfunktionen f(z,y, z) = x dr kontinuerlig
dér. Alltsa existerar storsta och minsta viirde for f pa denna méngd.

Vi far Vf = (1,0,0), Vg = (2z,2y,22) och Vh = (1,—1,1). Kandidatjakt:

e dim 3 (inre punkter, g < 1, h < 0): Eftersom V f # 0 6verallt saknas kandidater hér.
e dim 2, bestar av tva delar:

* (ytan g =1, h < 0): Vf || Vg & (1,0,0) || (22,2y,22) & y = z = 0. Inséttning i
g =1 och kontroll i h < 0 ger kandidaten f(—1,0,0) = —1.



* (ytan g < 1, h = 0): Eftersom Vf = (1,0,0) J (1,—1,1) = Vh 6verallt finns inga
kandidater har.

e dim 1 (kurvan g = 1, h = 0): {Vf, Vg, Vh} ér linjért beroende precis da

1 0 0
0=12z 2y 2z|=2y+z2)z=-y
1 -1 1

som insatt i g = 1 och h = 0 ger 22 + 2y?> = 1 och 2 — 2y = 0 och dédrmed kandidaterna
f(2/V6,1/v/6,—1/v6) = 2/v/6 och f(—2/v6,—1/v6,1//6) = —2//6.

e dim 0 (horn): Tomt.

w: fmax = f(?/\@, 1/\/6, *1/\/6) = 2/\/6 och fmin = f(*].,0,0) =-L

6. (a) f(z,y) sdgs vara differentierbar i (a,b) om det finns konstanter A och B och en funktion
R(h, k) sadana att

fla+h,b+k)— f(a,b) = Ah+ Bk +/h? + k2 R(h, k)

och R(h,k) — 0 da (h,k) — (0,0).

(b) Om den givna funktionen &r differentierbar i (0,0), sa &r A = f;(0,0) och B = f,(0,0).
Direkt utrikning ger f2(0,0) = limy,_o(f(h,0) — £(0,0))/h = limj_o(h?+h—0)/h =1
och fg/;(070) = hmk—»()(f(oa k) - f(07 0))/k = 1imk—>0(k2 - 0)/k =0.

Siitt dirfor R(h, k) = (f(h, k) — £(0,0) — Ah — Bk)/VEZ + &2 for (h,k) # (0,0) med
A =1 och B = 0; att f(x,y) dr differentierbar i (0,0) & nu ekvivalent med att
R(h,k) — 0 da (h,k) — (0,0). I planpolira koordinater h = pcos ¢, k = psin far vi

R(h, k) = 1 ((pcosg& - psin2ga)4 + p3cos B
p p
= p(cosp —sing)* — 0 da p — 0 (¢ varierar fritt), d.v.s. da (h, k) — (0,0),

01~pcos<p0'psingp)

eftersom (cos ¢ — sin¢)? dr begrinsad. Alltsa dr f(z,y) differentierbar i (0,0).
Svar: f(x,y) ér differentierbar i (0,0).

7. Linjart variabelbyte:

u=x+y+z, d(u, v, w) 1 1 1

v=2x— 2y, —— <=1 -2 0|=-3, dudvdw=|-3|drdydz = 3dzdydz,
. d(x,y, 2) 0 0 1

w=z

nytt omrade E : w? < u? + |v| < w. Skivor E,, : w? < u? + |v| < w pa fixa w-nivéer dir
w? < w, alltsa dir 0 < w < 1, ger, tack vare symmetrin i u- och v-led (rita figur!),

Vw w
area(E,) =4 (/0 (w —u?) du _/0 (w? — u2)du> _ §(w3/2 —w?)

och ddrmed

lym(E) 1 [! 2 1 2
volym(D):%m():§/ area(Ew)dw=§<5—4>:15,
0



