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Inga hjdlpmedel tillatna (inte heller minirdknare).

8/12/16 podng med minst 3/4/5 uppgifter med minst 2 podng (av 3 mojliga) ger betyg
3/4/5.

Lank till 16sningsskiss finns efter tentamen pa kursens hemsida.

Resultatet blir klart inom 10 arbetsdagar. Information om visning ges da pa kursens
hemsida.

1. Bestdm alla C'-I6sningar z(z,y) till differentialekvationen
2wz, +yz, =y , x>0

u=1y*/x

under bivillkoret z(1,y) = y*, tex med hjilp av variabelbytet {
v =

2. Bestam alla lokala maximi- och minimipunkter till

Ty, 2) =22+ 22 +y? — vy — 22
Y Y Y

3. Bestam storsta och minsta virdet av funktionen f(x,y) = xy pa den del av ellips-
skivan 22 + 2y +y? <3 dir z < y.

4. Beridkna /// e dadydz dar
D

D={(r,y,2) eR*: 0<o+y<y+z<z+ax<1}

5. Visa att ekvationen ycosz + cosy — cosz = 0 i en omgivning av (0,0) entydigt
definierar en C'-funktion y = y(z). Undersdk om den funktionen har lokalt extrem-

varde i origo.
(z,9) 7

6. Lat v(x,y) vara siktvinkeln vid betraktandet
av enhetscirkeln fran en punkt (z,y) i planet
(se figur) och séitt

D ={(z,y) e R*: 2* + 3> > 1}.
Undersok om / / v(z,y) dedy ar konvergent
D

eller divergent.

7. For vilka virden pa A > 0 finns det en normallinje till ellipsen 2% + Ay* = 4 som
gar genom (1,0)7 Vi bortser fran xz-axeln som trivialt uppfyller villkoren.
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- Kedjeregeln ger z), = zju), + z,v, = —(y*/2?)z, + 2, och z, = zju, + zv, = (2y/x)z,,
sa differentialekvationen blir 2xz) +yz, = 222, = y?, som i halvplanet z > 0 kan skrivas
2 = y?/(2r) = u/2. Integrering ger z = uv/2 + g(u) = y?/2 + g(y*/z), och villkoret
2(1,y) = y%/2 4+ g(y?) = y? ger g(y?) = y?/2, d.v.s. g(t) = t/2 for t > 0, och dirmed
2(x,y) = y?/2 + 42/ (2z) for z > 0. Svar: z(z,y) = y?/2 + y*/(22).

. Stationédra punkter fas ur ekvationssystemet f. = 4dx —y — 2z = 0, le/ =2y—x =0,
fL=2—x =0, som &r ett linjirt ekvationssystem och som har den entydiga 16sningen
(x,y,2) = (2,1,7), som didrmed &r funktionens enda stationira punkt.

. . "o "o "o "o "o " o_
Andraderivatorna blir f7, =4, f;, = -1, f, = -1, f,, =2, f,, =0och f;, =0.

I punkten (2,1,7) far vi den kvadratiska formen

" 1 "

L AN 4 -1 -1\ [(h
Qk)=(h k O\ f0 fo Ll lk]l=0m & -1 2 o[k
l -1 0 o0/ \u

1! 1 1
= 4h? — 2hk — 2hl 4 2k = 2(k — h/2)? + (7/2)(h — 21)7)* — (2/7)I12,

Tz Yz 2z

som &r indefinit eftersom t.ex. @(1,0,0) = 4 > 0 medan Q(2,1,7) = —14 < 0, sa
punkten (2,1,7) dr ingen lokal extrempunkt for f.

Svar: f saknar lokala maximi- och minimipunkter.
. De tva bivillkoren g(z,y) = 2% + 2y + y* < 3 och h(x,y) = x —y < 0 bestimmer
en sluten delméngd av en ellipsskiva — alltsa en kompakt mingd — och malfunktionen

f(z,y) = zy &r kontinuerlig ddr. Alltsa existerar storsta och minsta virde for f pa
denna méngd.

Vifar Vf = (y,x), Vg = (2z + y,z + 2y) och Vh = (1, —1). Kandidatjakt:

e dim 2 (inre punkter, g < 3, h < 0): Vf =0 < (y,z) = (0,0) < (z,y) = (0,0),
men ~(0,0) = 0 £ 0. Ingen kandidat hér.

e dim 1, bestar av tva delar:
 (ellipskurvan g = 3, h < 0):

y x

VillVg < 0:2x+y x+ 2y

‘:2y2—2x2 & y==+x.

Fallet y = x gar bort, eftersom h(x,z) = 0 £ 0. Fallet y = —z insatt i g = 3
ger 22 = 3, och kandidaten f(—v/3,v/3) = —3 (den andra punkten man far,
(v/3,—/3), uppfyller ej kravet h < 0).

* (strickan g < 3, h =0) Vf || Vh & (y,2) || (1,-1) & y = —z, som insatt i
h = 0 och kontrollerad mot g < 3 ger kandidaten f(0,0) = 0.
e dim 0 (horn, g = 3, h = 0): Ekvationssystemet g = 3, h = 0 ger genast 322 = 3
och y = z, alltsa kandidaterna f(1,1) =1 och f(—1,—-1) = 1.

Mi fmax = f(17 1) = f(_17_1) = 17 fmin = f(_\/g’ \/3) = =3



4. Linjart variabelbyte:

u=x+y, d(u, v, w) 1 10
v=y+z, —2 =10 1 1|=2, dudvdw = |2|dxdydz = 2dzdydz,
w=z+x,

nytt omrade £ : 0 < u < v < w < 1. Skivor F,, : 0 < u < v < w pa fixa w-nivaer,
0 <w <1, ger, sa smaningom med partiell integration,

dudvd 1t
///e”‘zdxdydz:///ew uvw:/ ew<// dudv)dw
D E 2 2 Jo "

1 [t 1t 1
—2/0 ewarea(Ew)dw—4/0 eww2dw:1[ew(w2—2w+2)][1): T

(Alternativ: stavar t.ex. i w-led gar bra: [[ [ e* dudvdw = fol(ful(fvl e? dw)dv)du = .. .)

e—2

5. Sétt F(x,y) = ycosz + cosy — cos z; var ekvation kan da skrivas F(z,y) = 0. Eftersom
F €', F(0,0) = 0 och VF = ((1 — y)sinz,cosz — siny) = (0,1) i punkten (0,0),
och alltsa har y-koordinat # 0 dér, foljer fran implicita funktionssatsen att ekvationen
F(z,y) = 0 i nagon omgivning till (z,y) = (0,0) definierar en C!-funktion y(z).

Att y(0) = 0 medfor att y(z) ligger néira 0 da x ligger néra 0, och eftersom implicit

derivering ger
(y(z) —1)sinzx

o) —
yiw) = cosx — siny(x)

foljer det att y/(x) i nagon omgivning till 2 = 0 uppvisar teckenviixlingen +0—, och
dérmed att y(z) har lokalt maximum i origo.

6. Enkel geometri ger v(z,y) = 2arcsin(1/p), dir som vanligt p = /2?2 + y?2, sa planpolira
koordinater ger ny méngd E : p > 1, 0 < ¢ < 27 och dzdy = pdpdyp, varfor

// v(z,y) dedy = 471'/ arcsin(1/p) pdp,
D 1

eftersom integranden v(z,y) i denna generaliserade integral &r positiv. Hir ser vi att
arcsin(1/p)

1/p 2’
ty (arcsint)/t — 1 da ¢ — 0. Eftersom [°(1/2) dp &r divergent f&ljer nu att var givna
integral ocksa ar divergent, enligt jamforelsekriteriet for positiva integraler.

arcsin(1/p) p = alla p > nagot R,

7. Ellipsen kan ses som nivakurvan F(z,y) = 22 + Ay? = 4, dir A > 0 #r en parameter.
En normal till ellipsen i en punkt (a,b) pa ellipsen gar &ven genom (1,0) precis da
VF(a,b) || (a —1,b —0) och F(a,b) = 4, d.v.s. precis da (A + a — Aa)b = 0 och
a? + Ab®> = 4. Nir vi bortser fran det triviala fallet b = 0, som ger (a,b) = (£2,0),
aterstar alltsa fallet b # 0. Att A+ a — Aa = 0 utesluter mojligheten A = 1 (som svarar
mot cirkeln 22 + y? = 4), och vi far a = A/(A — 1), som insatt i F(a,b) = 4 ger

1 A (3A—2)(A—-2)
2= (44— (——)2) = A A#1.
A< (A—1)> AA—1z o A20A7
Nagot b # 0 som uppfyller denna ekvation finns alltsa precis da det rationella uttrycket
i parametern A &r > 0, vilket intriffar precis da 0 < A < 2/3 eller A > 2.




