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Tentamen i Flervariabelanalys
2009-12-22 kI 8-13

Inga hjalpmedel tillatna (inte heller minirédknare).

8/12/16 podng med minst 3/4/5 uppgifter med minst 2 poéng (av 3 mojliga) ger betyg
3/4/5.

Lank till 16sningsskiss finns efter tentamen pa kursens hemsida.

Resultatet blir klart inom 10 arbetsdagar. Information om visning ges da pa kursens
hemsida.

1. Berdkna volymen av den méngd som ges av olikheterna 2% + 1% < 2 < 15 — 2x.

T = cost
2. Kurvan ' : { y =sint skir ytan som ges av z = 3— 2 —%° i punkten P. Bestdm
z=t/m

ytans tangentplan och kurvans tangentlinje i punkten P.
3. Bestéim alla lokala maximi- och minimipunkter till f(z,y) = 2 + 6y* + 6xy + 3°.

4. Bestam storsta och minsta vardet av f(z,y,2) = x + y + z pa den méngd dar

P24y + A<
2y = 1.

5. Bestim alla C*16sningar z = z(x, y) till differentialekvationen

" " "o
Zyy — Zgy — 2%y, = 3T
. .. o u=x+ay
exempelvis genom att gora ett linjart byte av formen { v=bx+y.
6. Betrakta den stympade cirkulara konen K i \ a
figuren. Beridkna tyngdpunktens z-koordinat (\
[ff w2 drdydz
= [[[, 1dzdydz
K H
Berdkna ocksa }llir% 27.

7. Visa att ekvationen e + (2 + y*)z = 2 definierar en funktion z = f(z,y) > 0
for alla reella 2 och y och att f(z,y) — 0 da 2> +y* — oo. Visa att kring varje
punkt i planet finns en omgivning dar f ar kontinuerligt deriverbar och undersck

om f(z,y) dxdy ar konvergent eller divergent.
R2



Lo6sningsskisser till tentamen i TATA43 Flervariabelanalys 2009-12-22

1. Mingdens projektion D i zy-planet ges av 22 + 4% < 15 — 2z, d.v.s. (z 4 1)% + 42 < 16, s
med stavar i z-led far vi, med linjért byte u =  + 1, v = y och ny méngd E : u? 4+ v? < 16
och dudv = dxdy, foljt av planpolart byte u = pcos ¢, v = psiny med ny méngd F : 0 <
p <4, 0< ¢ <27 och dudv = pdpdey,

// (15 — 22 — 2% — ¢/? dxdy—// (16 — (z 4+ 1)% — y?) dady
474
// (16 — u? —v)dudv—/ (/ (16 — p)pd(p) dp-27r{8p2—p4] = 128m.
0 0

2. Skérningen ges av t/m = 3 — cos®t — sin’t = 2, d.v.s. t = 2, som svarar mot P = (1,0,2).
Ytan kan ses som nivaytan F(z,y,z) = 22 + y? + z = 3, och en normalvektor till ytan ges
av VI = (2z,2y,1) = (2,0,1) i P, sa tangentplanets ekvation &r 2(x — 1) + (z — 2) = 0,
d.v.s. 22 + z = 4. En tangentvektor till kurvan &r (—sint,cost,1/7) = (0,1,1/7) i P, sa
tangentlinjens ekvation kan skrivas (z,y,z) = (1,¢,2+t/7), t € R.

Svar: 2z + z = 4 respektive (z,y, z) = (1,¢,2 4+ /).

3. fla,y) = 22+ 69> —|—6xy+y3 Stationdra punkter fas ur ekvationssystemet f. = 2z + 6y = 0,
f’ = 12y + 62 + 3y?> = 0. Den forsta ekvationen ger z = —3y som insatt i den andra ger
3y — 6y =0, d.v.s. y = 0 eller y = 2. De stationiira punkterna &r saledes (0,0) och (—6,2).
Andraderivatorna blir =2, fp, = 6 och =12+ 6y.

I punkten (0, 0) blir = 12 och dérmed far vi den kvadratiska formen

1" 1" h 6 h
T Ty
oo =6 (G ) (1) = 0 G ) ()
= 2k + 12hk + 12k* = 2 ((h + 3k)* — 3k?)) ,
som #r indefinit eftersom t.ex. @(1,0) =2 > 0 medan Q(3,—1) = —6 < 0, sa punkten (0,0)

ar ingen lokal extrempunkt for f.

I punkten (—6,2) blir = 24, och dérmed far vi den kvadratiska formen
Q(h, k) = 2h% 4+ 12hk + 24k* = 2 ((h + 3k)* + 3Kk?)) ,

sa Q(h,k) > 0 for alla (h,k), och Q(h,k) = 0 endast om h + 3k = 0 och k = 0, d.v.s.
endast om (h, k) = (0,0). @ &r alltsa positivt definit, och punkten (—6,2) &r déirmed en lokal
minimipunkt for f.

Svar: (—6,2) &r en lokal minimipunkt. Lokala maximipunkter saknas.

4. De tva bivillkoren g(x,vy,2) = 22 +y?>+2% < 1 och h(z,y, 2) = 2xy = 1 bestdimmer en sluten
delméngd av enhetsklotet — alltsa en kompakt méngd — och malfunktionen f(z,y,2) =
T + y + 2z ar kontinuerlig dér. Alltsa existerar storsta och minsta vérde for f pa denna
méngd.

Vifar Vf = (1,1,1), Vg = (22, 2y, 2z) och Vh = (2y, 2z,0). Kandidatjakt:

e dim 3 (inre punkter): Tomt.

e dim2 (ytang<1, h=1):Vf | Vh< (1,1,1) || (2y,22,0) & z = y = 0, men da blir
2zy = 0 # 1. Ingen kandidat hér.

e dim 1 (kurvan g =1, h =1): {Vf, Vg, Vh} ir linjirt beroende precis da

1 1 1 1 0 1 1 0 1
0=12z 2y 2z|=4djz y—z z|=4x-y) |z -1 z|=4x-y)(z+y—2).
2y 2z O y z—y 0 y 1 0

Fallet y = x insatt i g = 1 och h = 1 ger 222 4+ 22 = 1 och 222 = 1 och dirmed
kandidaterna f(1/v/2,1/v/2,0) = V2 och f(—=1/v/2,~1/v/2,0) = —/2. Fallet z = x+y

ger analogt 222 + 2y2 4+ 22y = 1 och 2xy = 1, som saknar 16sning.



e dim 0 (horn): Tomt.

Svar: fmax = f(l/\ﬁ, 1/\/55 0) = \/i och fmin = f(—l/\/i, _1/\/57 O) = _\/é

. Kedjeregeln ger 2, = z,ul, + z,v,, = z, + bz, och z; = z,u; + z v, = az, + z,. Vidare,

”y

z/l :(Z/)/ :(Z/ +b2/ !/

rT x/x u ’U)I

Zyy = (24)y = (2, + bz,,)y, = alz, + bz,), + (2, + bz,), = az,, + (ab+ 1)z, + bz,

= (24 02 )+ b(EL - bab ), = 2l + 22l + 0P

’U’U’

zy Yy
"o N ’ o / ’ 2 1
Zyy = (zy)y = (az, + zv)y =al(azl, + 2,)., + (az, + z.), = a°zl., + 2az, + 20,
sa
" " " 2
Zyy — gy — 22y = (1—a—2a*)2", + (2b—ab—1—4a)z!, + (b* —b—2)2".
Viljer vi nu @ och b sd att 1 —a — 2a® = 0 och ¥> — b —2 = 0 och si att u = = + ay,
v = bz + y blir en inverterbar linjir avbildning, t.ex. sa att a = —1 och b = 2 (eller

a =1/2 och b = —1, dock inte a = —1 och b = —1 eller a = 1/2 och b = 2), blir endast
zll -termen kvar. Sdtt alltsa v = = — y och v = 2z 4+ y. Var differentialekvation blir da
92!/ = 3z = u+wv, alltsd 2!/, = (u+ v)/9, och integrering ger 2/, = (2uv + v?)/18 + g(u)
och z = (u?v +uwv?) /18 + G(u) + H(v) = (x —y)(2z + y)x /6 + G(z — y) + H(2x + y), dir G
och H #r C2-funktioner av en variabel.

Svar: z(z,y) = (z — y)(2x + y)z/6 + G(x —y) + H(2x + y), dir G, H € C2.

. Tvirsnittsarean A(z) pa hojden z &ver spetsen #r A(z) = w(ztana)?, si skivor pa fixa

z-nivaer ger
H 3 _ 13
H5—h
/// 1dzdydz = / A(z)dz = ————ntan® o
K h 3

H 4_ 14
H*—h
/// zdxdydz = / 2A(2)dz = ——7tan® q,
K h 4

s& 27 = 3(H* — h*)/(4(H® — h3)) och zr — 3H/4 da h — 0.

Svar:

och

3H4 h*

3 .
zr = 1 zT—>7dah—>O.

. Fixera (z,y) € R? och studera funktionen g(z) = e* + (2% + y?)z for z € R. Eftersom
J'(z) = e+ (22 +y?) > 0 for alla z dr g stringt viixande, och eftersom dessutom g(0) = 1 och
g(z) — oo da z — oo inser vi att ekvationen g(z) = 2 har precis en 16sning z = f(z,y) > 0.
Vidare, implicita funktionssatsen tillimpad pa F(z,y,z) = € 4+ (#? + y?)z = 2 i en punkt
(a,b,c) med c = f(a,b) ger, eftersom F(a,b,c) =2, F € C* och F!(a,b,c) = e*+(a®+b?) #£ 0,
att ekvationen F(x,v,2) = 2 i ndgon omgivning till (a, b, ¢) definierar en C*-funktion z(z, y),
och entydigheten som visades i férsta stycket medfor att denna funktion dr just f(x,y), som
dérmed &r C*.

Avslutningsvis, eftersom f(x,y) > 0 foljer det att 0 < (22 +32)f(z,y) = 2—e/@¥) <1, och
didrmed att f(x,y) — 0 da 22 + y? — oo. Tag dérfor R sa stort att 0 < f(z,y) < In(3/2) da
(x,y) € Dg, dir Dy 4r den mingd dir 22 + 32 > R2. Da far vi
9 _ f(zy) 1/2
> )
I2 +y2 1'2 + yQ

1/2 *dp
// i dody = / &
Dg R P

dr divergent inser vi att dven [| b, [ (@,y) dzdy dr divergent; saledes ér [Jr: f(2,y) dedy
divergent.

f(x7y): (xay)EDBH

och eftersom



