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Inga hjdlpmedel tillatna (inte heller minirdknare).

8/12/16 poiéng med minst 3/4/5 uppgifter med minst 2 podng (av 3 mojliga) ger betyg
3/4/5.

Lank till 16sningsskiss finns efter tentamen pa kursens hemsida.

Resultatet blir klart inom 10 arbetsdagar. Information om visning ges da pa kursens
hemsida.

1. Bestém alla C'-losningar z(z,y) till differentialekvationen

xz;+yz;:2xye_$/y , v>0,y>0

U =2y

under bivillkoret z(z,z?) = 0, t ex med hjilp av variabelbytet { /
v=ux/y.

2. Berakna /// xzdxdydz dar D ges av olikheterna z > 0, z > 0, x2+y2+4z2 < 4.
D

3. Visa att ekvationen
v +ayt =z +y2?

i en omgivning av punkten (z,y,2) = (0,1,0) entydigt definierar en C'-funktion
x = x(y, z). Berékna dven x,(1,0) och 2/(1,0) och bestdm ekvationen for det plan
som tangerar ytan i punkten (x,y, z) = (0,1,0).

4. Bestédm storsta och minsta virde, om sadana finns, av f(z,y,2) = x+y+ 2 pa den
méngd déer—i-y? <z<2y—x-—1.

5. Undersok foljande gransvarden.
3

3 3
() tm WY () lm L
(z,y)—(0,0) T2+ y (z,y)—(0,0) 2 + 3y

(¢ lim sin(2” +y° + 27)
(z.9,2)—(0,00) 24+ y2+ 224+ 3In(1 + zy2)
dzd
6. Berédkna // Ty 5
r2 1 + (22 4 4oy + 6y2?)

7. Bestidm alla lokala extrempunkter till f(z,y) = 2% — 2|z| — 22>
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1
1. Variabelbytet u = zy, v = z/y ger 2z, = yz, + —z, och z, = xz, — %z; Inséttning
Yy Yy
i differentialekvationen ger 2/, = e7%, z = ue " + g(v), diir ¢ &r en C'-funktion av en
variabel. Vi far z(z,y) = zye Y + g (x/y) . Bivillkoret ger

3
0=z(x,2%) = 2P V" 4 g(1/z), dvs g(t) = ——e " och g (z/y) = —y—3e*z/y.
x

1
t3
Y3
Slutligen z(z,y) = aye /Y — —36_””/3/.
x
. Det linjéra bytet u = 2,v = y, w = 2z ger en ny méngd E : v’ +v’4+w? <4, u >0, w>0

och | @9, 2)
d(u,v,w)

/// aczdxdydz—/// uwdudvdw
7r/2 2
:4/ / (/ rsin&cosgprcos@r%in@dr)d@ dp
—7/2 0 0

1[r° 2 sin® 6 /2 . /2 16
=== [sinp]”~ = —.
0 0

=35 foljt av byte till rymdpolédra koordinater ger

415 3 /2 15

. Sitt F(x,y,2) = ze® + xy® — 2 — y22. Det foljer att F e C', F(0,1,0) = 0 och
Fl = e +2ze” + 34> =2 # 0 i (0,1,0). Implicita funktionssatsen ger nu att sam-
bandet F =0 i en omgivning av punkten (0,1,0) definierar en C* funktion x = :c(y, z).
Vi deriverar F' = 0 implicit m.a.p. y och far zye™ 4 ze* z)z + y + 322 —22 =0
dvs 2x;, =0 i (0,1,0). Num.ap. z: zle™ + ze™(z)z + x) —|— iy —1—2yz =0 dvs
22, —-1=01 (0,1,0). VF(0,1,0) = (2, 0, 1) och tangentplanets ekvation dr 2z —z =0
ty punkten (0,1,0) tillhor tangentplanet.

1
Svar: x,(1,0) =0, ,(1,0) = 5 och 2z —2z=0.

. Bivillkoren g(z,y,z2) =2*+y*>—2 <0 och h(z,y,2) =z —2y+2z+1 < 0 bestimmer en
sluten och begrinsad méngd och funktionen f(z,y,z) =x + y+ z &r kontinuerlig. Alltsa
existerar storsta och minsta vérde fér f pa den méngden.

Vihar Vf=(1,1,1), Vg = (2z,2y,—1) och Vh=(1,-2,1).

Inre punkter(dim 3): Vf # 0 6verallt. Kandidater saknas.

Randpunkter (dim 2):

(i) g=0,h<0. Vf||Vg& VfxVg=0&x=y=—1/2 som insatt i g =0 ger
z=1/2. Punkten (—1/2,—1/2,1/2) uppfyller inte villkoret h < 0.

(i) g<0,h=0. Vf)f Vh. Kandidater saknas.

Randpunkter (dim 1): Kurvan ¢ =0, h=0. V[, Vg, Vh ér linjirt beroende <
1 1 1
2r 2y —-1| = -32x+1) =0« x = —1/2 som insatt i ¢ = 0, h = 0 ger
1 -2 1
=1/2,z = 1/2 eller y = 3/2,z = 5/2. Kandidater: f(—1/2,1/2,1/2) = 1/2 och
F(=1/2,3/2,5/2) = 7/2.

Svar: fmin = f(_1/27 1/2’ 1/2) = 1/27 Jmax = f(_1/273/2’5/2) = 7/2



3
5. (a) Sitt f(z,y) = wyi;@.
y=0,2#0: f(z,y) =0— 0,2 — 0.
2 +2 14 1

y=xz#0: f(z,y) = = — —, x — 0. Gransvéirdet existerar ej.
22 2 2
(b) Sétt p = /22 4+ y?. Observera att lz| < p, ly| < p.
3_ .3 3 3 P 3_ .3
7% $2— <7|$|2+|y\ < 2 =2p—0,p—0= lim 73/2 x2:0
z? + 3y z? + y? p (z,y)—(0,0) * + 3y

sin(x? + y? + 22) sin r? 1

. — /22 L2 4 2 _

(c) Séatt r=/a?+y>+22. = T ey -
2

2+ y? + 22 4+ 31In(1 + zyz) 2 14
Observera att det finns en konstant K > 0 sadan att |O(zyz)| < K|zyz| ien omgiv-

In(1 K
ning av origo. Nu foljer att 31n( —;xyz) = IO(nyz) < |x2yz] <Kr—0,r—0.
r r r
c2 02 2
1
Detta ger lim sin(a” +y” + 2) =1 =1.
(z,y,2,)—(0,0,0) 22 + % + 22 + 3In(1 + zy=2) 1+0

6. Integralen &r generaliserad. Eftersom integranden &r positiv kan vi rdkna som vanligt med
itererad integration och dven gora variabelbyten.
Kvadratkomplettering ger z2+4zy+6y* = (x+2y)2+(v/2y)? . Ett naturligt variabelbyte ir
d(z,y) ’ 1
w=x+2y,v=2y. Vifar L = —.
! ! d(uwv)| ~ V2

sa omradet i uv-planet blir hela R2?. Gor vi sedan ett polirt byte far vi

1 1
// 2d:cdy:// 1
R2 1+ (22 + 4zy + 6y?) R2 1+(u2+v2) V2

27 p T 9700 2
= — dp = — |arctan = —
V2Jo T4 \/5[ #lo

7. Vi betraktar tre fall: x > 0,2 <0 och £ =0.

Variabelbytet ger en en-entydig avbildning,

(a) = > 0: f(z,y) = 2° — 22 — 2xy°. fé:2x—2—2y2:0,f;:—4xy20 ger

en stationiir punkt (1,0). fr = 2,f = —4y, f = —dzger Q = 2h*® — 4k* som
ar indefinit ty t.ex. Q(1,0) > 0 och (0,1) < 0. Punkten (1,0) &r ej en lokal
extrempunkt.

(b) = <0: f(z,y) = 2* + 2z — 2xy* . PA samma siitt som ovan fas en stationdr punkt
(=1,0) och Q = 2h% + 4k? som ir positivt definit ty Q(h,k) > 0 och Q = 0 <
(h,k) = (0,0). Punkten (—1,0) &r en lokal minimipunkt.

(¢) 2=0: f(0,y) =0 foralla y € R.Om 0 < z < 2 giller f(x,y) = 2(xr—2—2y*) <0
for alla y € R. Nér vi tittar pa f:s viarden i vinster halvplan, x < 0, behover vi
dela upp i tre fall. Betrakta punkten (0,b),b € R. Vi skall avgora vilket tecken f
har i en tillrickligt liten omgivning av (0, b) . Observera att = < 0.

b| > 1: f(x,y) = x(z + 2 — 2y%) > 0 i en tillrickligt liten omgivning av (0,b).
Det foljer att (0,b) inte &r en lokal extrempunkt.

b = 1: f(2,b) = 2% > 0. Det foljer att ingen av punkterna (0,41) &r lokal
extrempunkt.

b < 1; f(z,y) = z(z +2—2y?) <0 i en tillréickligt liten omgivning av (0,b).
Det foljer att (0,b) #r en lokal maximipunkt.

Svar: (—1,0) &dr en lokal minimipunkt. Punkterna (0,b), |b| < 1 &r lokala maximipunkter.



