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Inga hjilpmedel tillatna (inte heller miniriknare).

8/12/16 poing med minst 3/4/5 uppgifter med minst 2 poing (av 3 mojliga) ger betyg 3/4/5.
Léank till 16sningsskiss finns efter tentamen pa kursens hemsida.

Resultatet blir klart inom 10 arbetsdagar. Information om visning ges da pa kursens hemsida.

— 1
1. Berikna // roy+l dxdy dar D ges av olikheterna 1 <z +y < 2z — 4y < 3.
D Tty
2. Bestdm storsta och minsta virde, om sadana finns, av f(x,y) = zy pa ellipsbagen

522 — 6xy + 5y° = 16
T+y=>2.

3. Bestim alla C'-16sningar u(x,y, z) till differentialekvationssystemet

z+2y _

ul, =ze y
uy, = 2z et 4 2z —
’U/Z :€x+2y+y2— 1

med villkoret «(0,0,0) = 3.
2
4. Bestidm alla lokala maximi- och minimipunkter for f(z,y,z) = 2y + 22 — 2yz + 22y + ga:B.
5. Berikna /// e dxdydz dir D = {132—|—y2 <322<12-322-3y% >0, y>0, 2 SO} .
D

6. Betrakta alla linjer som #r normallinjer till ellipsoiden x? + 2y + 322 = 3 och som gar genom
punkten (z,y, z) = (1,0,0). Under vilka vinklar skéir dessa linjer ellipsoiden?

7. Lat f(x)

(oo}
1 o0
E ——— , x > 0. Bestdm, om mojligt, nagot tal C sadant att x)dr < C.
1+ (z +n)p JHst, nag /O f(@)

n=1



Lo6sningsskisser till tentamen i TATA43 Flervariabelanalys 2009-06-05

1. Linjart byteu =z + vy, v =2x — 4y ger ny méngd F: 1 <u <v <3 och
d(u,v) ‘1 1 d(u,v)

d(z,y)

dxdy = 6 dxdy.
dlz,y) |2 —4 ray = ey

‘ = —6, sa dudv = ’

Vi far

—y+1 1 dud A d
// wdzdy:// (utv)/3+1dudv 1 /(u+v+3)dv du
p T+Y B U 6 18 /4 “ U
3
L () gy L (B g ) 228 L
18 ), \2u 2 18 \ 2 4 3

2. De tva bivillkoren g(z,y) = 522 —6xy+5y* = 16 och h(z,y) = 2+y > 2 bestimmer en sluten
ellipsbage — alltsa en kompakt méingd — och malfunktionen f(x,y) = zy dr kontinuerlig dér.
Alltsa existerar storsta och minsta vérde for f pa denna méngd.

Vi far Vf = (y,x) och Vg = (10z — 6y, 10y — 6z). Kandidatjakt:

e dim 2 (inre punkter): tomt.

10x — 6y 10y — 62
y = £x. Fallet y = x insatt i g = 16 ger kandidaten f(2,2) = 4 (den andra punkten
man far, (—2,—2), uppfyller ej villkoret h > 2); fallet y = —a ger  + y = 0, vilket
strider mot att h(x,y) =z +y > 2.
e dim 0 (horn, g = 16, h = 2): Losning av ekvationssystemet g = 16, h = 2 ger genast
kandidaterna f(1 4 v/3/2,1 —/3/2) = f(1 —/3/2,1++/3/2) = 1/4.

MI fmax:f(2ﬂ2):40Chfm1n:f(1+\/§/2,1_\/§/2):f(l_\/§/271+\/§/2):1/4

3. Integration av ekvation 3 ger u(z,y,z) = ze*?Y + %2 — 2 + g(w,y), och derivering av u
m.a.p. y och inséttning i ekvation 2 ger sedan g (v,y) = —z, sa g(v,y) = —vy+h(z). Vidare,
derivering av u(z,y, z) = ze*"?Y + y?2 — 2 — 2y + h(x) m.a.p.  och insittning i ekvation 1
ger h/(x) =0, sa h(xz) = C. Bivillkoret f(0,0,0) = 3 ger slutligen C = 3.

Svar: u(z,y, z) = 2“2 + %2 — 2y — 2 + 3.

o dim 1 (kurva, g = 16, h > 2): V£ || Vg@()‘ 4 . ‘107,,210:62@

4. f(x,y,2) = 2y* + 22 — 2yz + 2xy + 223/3. Stationdra punkter fas ur ekvationssystemet
fl =2y +22% =0, fy =4y —22+22 =0, fl =22 — 2y = 0. Den tredje ekvationen ger
z =y, som insatt i den andra ger y = —z, som i sin tur insatt i den forsta ger x2 — x = 0,
alltsa « = 0 eller x = 1. De stationiira punkterna r saledes (0,0,0) och (1,—1,—1).

3 3 " __ [/ 1 [Z— [/ [/
Andraderivatorna blir f}, = 4z, f;, =2, 0, fyy =4, fy. = —2och [, =2.

xrz

I punkten (0,0,0) blir f/, = 0, och dérmed far vi den kvadratiska formen

(AN 0 2 0\ (h
QUnky=(h k (s o sl lk] =0 & {2 a4 2|k
2o 1)\ 0 -2 2/ \i

= 4k% +21% + 4hk — 4kl =2 (1 — k)* + (k + h)® — h?),
som #r indefinit eftersom t.ex. Q(0,0,1) =2 > 0 medan Q(—1,1,1) = —2 < 0, sa punkten
(0,0,0) dr ingen lokal extrempunkt for f.

I punkten (1,—1,—1) blir f” =4, och ddrmed far vi den kvadratiska formen
Q(h,k,1) = 4h* + 4k® + 21> + 4hk — 4kl = 2 ((1 — k)? + (k + h)® + h?)

sa Q(h,k,l) > 0 for alla (h, k,1), och Q(h,k,l) =0endast om [ —k =0, k+h =0o0ch h=0,
d.v.s. endast om (h, k,1) = (0,0,0). @ &r alltsa positivt definit, och punkten (1,—1,—1) &r
dérmed en lokal minimipunkt for f.

Svar: (1,—1,—1) &r en lokal minimipunkt. Lokala maximipunkter saknas.



5. Omradet D kan skrivas z2+y? < 322, 22 +1y?+22 < 4,2 > 0,y > 0, z < 0. Rymdpolirt byte
x =rsinfcosp, y =rsinfsing, z = rcosf ger nytt omrade F som bestdms av olikheterna
0<r<22r/3<60<m 0<¢<m/2 Vidare, drdydz = r?sin 0 drdfdyp, sa

2 ™ /2
/// e® dxdydz = /// e %92 5in 0 drdfdy = / / / e" % 25in0dp| d | dr
D E 0o \J2r/3\Jo

2 2
_ ™ 9 9=7T _ ™ _ /2 _
= 5/O [—remeos ]0:%/3 dr = 5/0 r(e™"% —e ") dr

T 2 7 8 3
. -r_9 —r/2 T _ 4 7T/2:| I _° i
5 [r(e e )+e e 4= 3 3 . + 2

6. Ellipsoiden, som vi kallar F, kan skrivas som nivaytan F(z,y,z) = x? + 2y* + 322 = 3.
Normallinjen till E i en punkt (a,b,c) gar dven genom (1,0, 0) precis da

VF(a,b,c) = (2a,4b,6¢) || (a —1,b,¢) och F(a,b,c) = a®+ 2b* + 3c¢* = 3.

(2a,4b,6¢) || (a —1,b,¢) & b(a —2) =0, ¢(2a — 3) = 0 och be = 0. Ekvationen b(a —2) =0
ger b= 0 eller a = 2, och a = 2 insatt i ' ger motségelsen 3 = F(a,b,c) = 4+ 2b% + 3¢? > 4,
sa b = 0. Trivialt & nu bc = 0, och ¢(2a —3) = 0 ger att ¢ = 0 eller a = 3/2. Om ¢ =0
ger insdttning i F att a = ++/3 och dirmed (a,b,c) = (£v/3,0,0), medan a = 3/2 pa
motsvarande sétt ger ¢ = +£1/2, och dédrmed (a,b,c) = (3/2,0,£1/2).

Normallinjen genom (a, b, c) har riktningsvektor v || (2a,4b,6¢). Om (a,b,c) = (£/3,0,0)
kan vi viillja v = (1,0,0), och far att normallinjerna skir E dven i (F/3,0,0), och i dessa
punkter &r skidrningen ocksa vinkelrét eftersom E har normalvektor n || v dér.

Om (a,b,c) = (3/2,0,1/2) kan vi vilja v = (1,0,1), och normallinjens ekvation kan skrivas
(z,y,2) = (3/2+t,0,1/2+t),t € R, som insatt i F'(x,y,z) = 3 ger t = 0 eller t = —3/2. Fallet
t = 0 ger oss utgangspunkten (3/2,0,1/2), dir skéirningen trivialt &r rit, medan ¢t = —3/2
ger oss punkten (0,0,—1), dir en normalvektor till E & n = (0,0, 1); vinkeln « mellan
vektorerna v och n fas ur v - n = |v||n|cosa och 0 < a < 7, sd a = arccos(1/v/2) = /4,
och dédrmed &r vinkeln mellan ellipsoiden och normallinjen 7/2 — 7/4 = 7/4. Om slutligen
(a,b,c) = (3/2,0,—1/2) far vi analogt (eller av symmetriskél) samma skérningsvinklar.
Svar: Normallinjerna i (++/3,0,0) skir ellipsoiden E under rit vinkel i bada sina skirningar
med denna, medan normallinjerna i (3/2,0,+1/2) skéir E under rit vinkel och vinkeln 7 /4.

7. Satt
1

1+ (z+y)°

Da dr f(z) = >0, g(z,n) en positiv numerisk serie for varje > 0, och fér varje saidant =
dr funktionen y — g(x,y) positiv och avtagande pa [0, co[. Uppskattning av summa med
integral ger

g(x,y) =

0< f(= Zgwn / g(z,y)dy, x>0.

Om vi nu later D sta for forsta kvadranten x > 0, y > 0 och sedan byter variabler till
u=2x+y, v=y med nytt omrade F: u >0, 0 < v < wu och dedy = dudv, far vi

o< s [ (L e f] et = ]

> udu 1 1
= < dqu —d +777,

sa C'= 5/6 duger. Observera att det &r tillatet med upprepad integration och variabelbyte
i de generaliserade dubbelintegralerna ovan eftersom integranderna ar positiva.

Svar: C' = 5/6 duger.



TATA43 Flervariabelanalys 2009-06-05, kommentarer

1. Det &r oftast bést att byta variabler sa att det nya omradet blir enkelt, som i 16sningsskissen:
u=2z+y, v=2x—4y. Eftersom = + y dessutom ingar i integranden &r v = = + y tdmligen
givet som en av de nya variablerna.

I denna uppgift kan man — &ven om rikningarna da blir lite lingre — sétta v som ett annat
linjart uttryck i x och y, t.ex. v = z — y, som flera ocksa har gjort. Det nya omradet blir da
1 <u < 3v—wu < 3, och enklast &r nu att skissa denna méngd genom att forst rita upp nér vi
har likhet i de tre olikheterna ovan: vi far i tur och ordning linjen 1 = w (alltsa linjen u = 1),
linjen v = 3v — u (alltsa linjen v = 2u/3) och linjen 3v — u = 3 (alltsé linjen v = 1 + u/3),
och sedan markerar vi pa vilken sida om de respektive linjerna vi befinner oss (rita sjilv!);
vi far en triangel, som kan beskrivas med 1 < u < 3, 2u/3 < v < 1 + u/3, och upprepad
integration leder oss till malet, om 4n med nagot besvéirligare rikningar &n i l16sningsskissen.

Det fel som manga gor dr att man hanterar trippelolikheten fel, och ett typiskt fel ar féljande:

l1<u<3v-u<3 & 1<u<3v<3+u (FEL);
felet som uppstar &r markerat med *. Naturligtvis ar
v—u<3 & 3v<3+u,
men foljande ar fel:
u<3v—u & u%3v (FEL);

den rétta omskrivningen Ar
u<3v—u & 2u<3v.

En trippelolikhet &r ju ett kort sitt att skriva tre separata olikheter, och en korrekt omskriv-
ning av trippelolikheten gar via var och en av dessa olikheter:

1 < u, 1 < u,
1<u<<3v—-—u<Lld & u<3v—u, < { 2u < 3o,
3v—u <3, 3v <3+ u.

3. Det enklaste och sékraste séttet adr att géra som i l6sningsskissen.

Manga integrerar alla tre ekvationerna och pusslar sedan ihop det hela till ritt 16sning pa
ett mer eller mindre oklart sitt. Ni som gor pa detta (oldmpliga) vis, fundera en stund pa
hur ni skulle hantera foljande néstan identiska system — det enda som skiljer dr termen —y
i stéillet for —z 1 uttrycket for uj:

(%) ul =22t £ 2z —y
ul, = et 4?2 1

Integration av dessa ger da

u(z,y,2) = 2" —ay + f(y, 2)
u(r,y,z) = 2e*?Y + y22 — 2 + h(z,y)

(Att skriva konstanter i stéllet for f(y, z), g(z,2) och h(z,y) dr FEL.) Vad blir u(x,y, 2)?
Med tanke pa hur de inlimnade l6sningarna ser ut missténker jag att manga skulle svara

u(z,y,2) = ze" " —ay +y*2 —y*/2 — 2+ C (FEL),

vilket alltsa ér fel — ser ni vad som &r fel? Faktum &r att systemet (%) saknar 16sning, vilket
ocksé skulle ha upptickts med metoden i l6sningsskissen: integration av u/, = ze®+2Y —y
ger u(w,y,z) = ze**?Y — xy + f(y, 2), som deriverad och insatt i ekvationen for uy, ger
fy(y,2) = 2yz + x — y, vilket dr orimligt eftersom vinsterledet endast beror pa y och z
samtidigt som hogerledet dven beror pa x.



4. For att kunna dra slutsatser om en kvadratisk form genom kvadratkomplettering — vilket ofta
ar nagorlunda enkelt — maste kvadratkompletteringen vara systematiskt genomford, se ex-
empel 33 (2 variabler) och exempel 35 (3 variabler) i kursbokens kapitel 2.6. Ett vanligt FEL
Ar att dra slutsatser fran en kvadratisk form som inte dr systematiskt kvadratkompletterad.
Jamfor foljande (i tva variabler, for enkelhets skull):

Q1(h, k) = h? + 4hk + 3k* = (h + k) + 2k? + 2hk

och
Qo(h, k) = h? 4+ 4hk + 5k = (h + k)* + 4k* + 2hk.

Faktum &r att Q; dr indefinit medan Qo &r positivt definit, men hur kan man se det pa
uttrycken till hoger? Daremot ser man det litt efter systematisk kvadratkomplettering:

Q1(h, k) = (h +2k)* — k?

och
Qa2(h, k) = (h + 2k) + k2.

5. Precis som i uppgift 1 maste man vara forsiktig vid hanteringen av den sammansatta olik-
heten, i detta fall 22 + 3% < 322 < 12 — 322 — 3y%. Aven hir dr det en bra idé att forst
undersoka nir vi har likhet: 2 + y? = 322 4r en (dubbel)kon, och 322 = 12 — 322 — 3y? kan
skrivas x2 + y? + 22 = 4, som &r en sfar med radie 2. I rymdpolira koordinater kan dessa
ytor skrivas r2sin? 6 = 3r2 cos? 0 respektive 12 = 4, alltsa tan = ++/3 respektive r = 2.
Eftersom dessutom 2z < 0 inser vi att 6 = 27/3, och eftersom ocksa x > 0 och y > 0 far vi
ur olikheterna griinserna 0 <r <2, 27/3 <0 <mwoch 0 < p <7/2.

Uppgiften kan ocksa losas med hjélp av skivor eller stavar, som vi nu skall se.

Alternativ 1 (skivor). Man kan studera skivor D, for fixt z < 0. Vi far 22 + y? < 322,
224+ 4?2 <4— 2% 2 >0o0chy >0,sd D, dr en kvartscirkelskiva med radie p, dir p? =
min(322,4 — 22), si area(D,) = 3m2%2/4 d4 —1 < 2z < 0 och area(D,) = 7(4 — 22)/4 da
—2 < z < —1; tvérsnittet D, &dr tomt for alla andra z < 0. Vi far darfor

0 0
/// e® dedydz = / e® (// da:dy) dz = / e® area(D,) dz
D -2 D, -2
=T /_1(4 —2%)e*dz + T /O 32%e* dz
4/, 4/, ’

och dessa z-integraler kan 16sas med partiell integration.

Alternativ 2 (stavar). Man kan studera stavar i z-led. Vi far att projektionen D pé zy-planet
blir kvartscirkelskivan x? +y2 < 3, 2 > 0, y > 0, och stavarna blir —/4 — 22 — 32 < z <
G903 sé

V(@2 +y?)/3
/// e dxdydz-// / e*dz | dxdy
4— z2—y

V3 V3
:/ ] (e—\/(fL‘2+y2)/3 _e—\/4—z2—y2> drdy = g/ e_p/‘/gpdp— g/ e—\/4—p2pdp.
b 0

0

Hér kan man 16sa den forsta p-integralen med partiell integration, och i den andra kan man
genomféra bytet ¢ = y/4 — p? och sedan partialintegrera.

Lars Alexandersson, 18 juni 2009



