LINKOPINGS UNIVERSITET Kurskod TATA43
Matematiska institutionen Provkod TEN1
F-laget

Tentamen, Flervariabelanalys, 2009-04-17, kl 14-19

Inga hjalpmedel tillatna (inte heller minirdknare).

8/12/16 poéng med minst 3/4/5 uppgifter med minst 2 podng (av 3 mojliga) ger betyg 3/4/5.
Léank till 16sningsskiss finns efter tentamen pa kursens hemsida.

Resultatet blir klart inom 10 arbetsdagar. Information om visning ges da pa kursens hemsida.

1. Bestéim alla lokala maximi- och minimipunkter for f(z,y) = (2 — zy)e* V.
2. Beridkna // (x? +y*)dxdy dir D ges av 22 + 9% <4x —2y+11 och x4y > 1.
D

3. Bestim storsta och minsta virdet av f(z,y,2) = 32z —y pa halvklotet 22 +¢y?+22<1,2>0.
4. Bestam alla tangentplan till ytan x3 + y? + 2 = 2 som innehaller punkterna (1,0, 1) och (0,0, 4).
5. Beriikna volymen av den kropp som beskrivs av 22 4 2y% < 2%, 22 +2y? 4+ 322 <1 och z>0.

6. Bestidm for y > 0 alla C2-16sningar z(z,y) till differentialekvationen

2.1 2.1

x?2, +dxyzy, + 4y 2, + 2z, =0

sadana att z(z,1) = 0 och z(z,4) = sinz, t.ex. med hjilp av variabelbytet u = % och v = /3.
Y

7. Visa att ekvationen x? — (1+y?)z+y* =0 definierar en C!-funktion z(y) i en omgivning av (1,0)
och avgor om z(y) har lokalt maximum eller minimum i y = 0.



Losningsskisser till tentamen i TATA43, Flervariabelanalys, 2009-04-17

1. Stationéra punkter finns da f, = (2—zy —y)e” =0, f, = 2 — 2y —x)e"™ = 0, dvs
da (2 —zy —y) = (2 — 2y — ) = 0. Den forsta likheten ger y = x, vilket insatt i den
sista ekvationen ger 2 — 22 —x = 0 dvs « = 1 eller x = —2. Saledes &r (1,1) och (-2, —2)
funktionens stationira punkter.

Vifar fIf, = (2 —azy—2y)e™ | f =1 —ay—x—y)e*V, fl =(2—zy— 2x)e" V.

xy yy
I punkten (1,1) blir f, = —e*, fi, = —2¢*, f/ = —e” och dérmed blir den kvadratiska
formen
—e?  —2¢? h
Q(h,k) = (b k) <_262 2 > <k> = —e? (h* + 4hk + k*) = —* ((h + 2k)* — 3k?) som

ar indefinit, ty t.ex. &r Q(1,0) = —e* < 0 medan Q(2,—1) = 3e¢? > 0. Punkten (1,1) &r
déarmed en sadelpunkt och alltsa ingen lokal extrempunkt.

I punkten (-2, —2) blir f1,, =2e¢~*, fil, =e™*, f/ = 2e~* och dirmed blir den kvadratiska
formen

2e7t et h —4 (672 2 —4 (32 2
Qh.k)=(h k) ("~ o —a) | ) =€ " (207 +2hk +2k7) = 2¢7" (h* + hk + k%) =

k\? 3
=2 (h+ 2 “k?

k
sa Q(h, k) > 0 for alla (h, k), och Q(h, k) = 0 endast om h + 5= 0 och k£ =0, d.v.s. endast
om (h,k) = (0,0). Q &r saledes positivt definit, och punkten (—2,—2) #r dirmed en lokal
minimipunkt.
Svar: (—2,—2) #r lokal minimipunkt. Lokala maximipunkter saknas.

2. Omradet D ges av 2 +y? <4x—2y+11, x+y > 1dvs (z—2)°+(y+1)> <16, z+y > 1.
u=z-2 u?+0v><16 ‘d(x,y)

Vi far via variabelbytet { ‘ =1, foljt av bytet

v=y+1 wut+v>0, d(u,v)
U =T COoS P 0<r<14 d(u,v)
. T 3 ‘ : =,
v=rsing -2 <@< -, d(r, o)
3r/4 4
128v/2
// (x2+y2) dxdy = / /((rcos<p+2)2+(rsin<p—1)2)-1-7"d7“dg0:1047T+ 3\[.
P —m/4 0
128+/2
Svar: 1047 + V2

3



3. Bivillkoren g(z,y,2) = 2 +y* + 2* < 1 och h(z,y,2) = z > 0 beskriver ett halvklot som
dr en kompakt méngd. Malfunktionen f(z,y,z) = 3xz — y ér en kontinuerlig funktion, sa f
har ett storsta och ett minsta virde pa méngden.

Vf=3z-1,3z), Vg=(2z,2y,22) , Vh=(0,0,1).

e dim 3 (inre punkter): Vf = (3z,—1,3z) = (0,0, 0) saknar 1sning.
e dim 2 (sidoytor) bestar av tva delar:
xg=1,h>0:Vf| Vggillerda 0 = Vf x Vg = (=22 — 6y, 62 — 622, 6yz + 2x).
Andra komponenten ger x = £z, vilket insatt i 6vriga komponenter ger mojligheter-
nax =z, y=—1/3ellerz =—z, y=1/3 (eller z = z = 0 som ej ger nagon 16sning
da h = z > 0), vilket insatt i ekvationen g = 1 ger kandidaterna f(2/3,—1/3,2/3) =
5/3 och f(—2/3,1/3,2/3) = —5/3.
x* h=0, g <1: Vf | Vh ger inga 16sningar.

3z 2x 0
e dim 1 (kantkurvag =1, h =0): Vf, Vg, Vhlinjirt beroende<=0=| -1 2y 0 |=
3xr 2z 1

= 6yz + 2z, vilket tillsammans med ekvationen h = 0 ger x = 0. Inséttning i g = 1 ger
kandidater f(0,1,0) = —1 och f(0,—1,0) = 1.

e dim 0 (hérnpunkter): saknas

Svar: fmax = f(2/3a 71/3’ 2/3) = 5/3 y fmin = f(*2/37 1/37 2/3) = 75/3

4. Med F(z,y,2) = 2* + y* + 2z kan ytan skrivas som nivaytan F(z,y,z) = 2. Lat (a,b,c)
beteckna en tangeringspunkt pa ytan. Tangentplanets normal 7 || VF(a,b,c) = (3a?,2b,1)
och planet innehaller punkterna (1,0, 1) och (0,0,4) precis da n L (¢ — 1,0 — 0,¢ — 1) och
nl(a—0,b—0,c—4).

Vi far dirfor ekvationerna 2 = F(a,b,c) = a®> +b* + ¢, 0 = (3a,2b,1) - (a — 1,b,c — 1) =
3a® + 20> + ¢ — 3a®> — 1 och 0 = (3a®,2b,1) - (a,b,c — 4) = 3a® + 2b* + ¢ — 4.

De tva sista sambanden ger 3a> + 1 = 4 dvs a = 1, som insatt i de tva forsta ekvatio-
nerna ger de alternativa tangeringspunkterna (1,0,1) , (=1,2,—1) och (—=1,—2,—1) med
tangeringsplan 3z + 2z =4 |, 3x + 4y + z = 4 respektive 3x — 4y + z = 4.

Svar: 3x +z=4, 3x +4y+ 2z =4 och 3z — 4y + z = 4.



5. Variabelbytet u = z, v = V2y, w = V32 6verfor ursprungliga omradet D pa omradet

1 1

- d(u,v,w) :76
desg| Ve

Dérefter ger det rymdpolédra bytet w = rsinfcosp, v = rsinfsing, w = rcosf det nya

d(@,y, 2)
d(u,v,w)

E: u2+0%< w2/3, W+ +w? < 1, w > 0, dessutom blir ’

omradet F: 0<r<1,0<6<n/6, 0§<p§27roch‘d((%;}’w)) = r?sin 6 och vi far
d(r,0,¢
V= /// da:dydz—///—dudvdw—///r S0 o dp —

w/6

/T dr - /sm@dﬂ /d

Alternativ: V = // < \/1 —x2 =2y — \/x2 + 2y2 > dx dy déiir D ges av att 2% + 2y% <

1—2°—-2 1
# dvs x? + 2y? < =, med variabelbytet x = rcos p, y = T sin Pp.

3 =T /2

. Variabelbytet u = z/\/y, v = \/y ger 2\, = 2, ul, + 2L v}, =y V22! 2! =2l wl + 2l 0] =

1 1
= —iacy_?’/2 L+ 2y_1/2 ! och vidare 2 = (1), = (y~V/%2) =y 712, 2 = (2) =

x/)x u uu’ “xy Yy
1 1
= (2, = — gy +y-1/2( gl gy L ) ot 2, = (), =
1 3 1 1 1
— (_2xy3/2 I 4 2y1/221/)> — ny75/2qui _ §xy73/2 < 2xy73/2 "oy 291/2251;) _
Yy

1 1 1
— —y 32y v T 2y_1/2 (—2 Ty 3/2 o+ 5 1/22Zv). Inséttning i differentialekvationen ger

yzl, = 0dvs 22/, = 0 (ty y > 0) och successiv integration ger 2, = f(u) och z = v f(u)+g(u),
alltsd z(z,y) = /y f(x/\/y) + g(x/\/y), dir f och g ir C*-funktioner av en variabel.

Bivillkoren ger sedan 0 = z(z,1) = f(x) + g(x) och sinz = 2(x,4) = 2f(x/2) + g(x/2).
Forsta sambandet ger g(z) = — f(«) vilket insatt i andra sambandet ger f(x/2) = sinz, dvs

f(z) =sin2z, g(z) = —sin2z. Alltsa &r z(z,y) = (/y — 1) sin \2/{
Y

Svar: z(z,y) = (y/y — 1) sin \2/2

. Sitt F(x,y) = 2 — (1 4+ 9%)x + y*. Var ekvation kan nu skrivas F(z,y) = 0, och eftersom
FeC', F(1,0) = 0och VF(z,y) = (423 —1—y? —22y+4y®) = (—1,0) i punkten (1,0) dér

alltsa z-komponenten= —1 # 0 sa ger implicita funktionssatsen att ekvationen F(z,y) =0

F/
i en omgivning av (1,0) definierar en C'-funktion = = x(y). Dessutom &r z'(y) = —ﬁ =

2xy — 413 . . - . - .

= pPs g sa 2'(0) = 0 dvs funktionen har en stationdr punkt i y = 0. Vidare ér
22!y 4 20 — 129%)(42® — 1 — 9?) — (1222 2! — 2y) (2zy — 49> 2

z,,():( Y yo)( y7) — ( vy~ 2y)(2zy y)’séx,,(o):7>0,
(423 — 1 —y?)? 3

dvs funktionen har ett stringt lokalt minimum i y = 0.

Svar: z(y) har ett stringt lokalt minimum i y = 0.



