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Tentamen, Flervariabelanalys, 2009-01-16, kl 8-13
(Kurskod TATA43, Provkod TEN1)

Inga hjalpmedel tilldtna (inte heller minirdknare).

OBS! Skriv personnummer och namn pa varje ark som ldmnas in.

8/12/16 poéang med minst 3/4/5 uppgifter med minst 2 poing (av 3 mojliga) ger betyg 3/4/5.
Lank till 16sningsskiss finns efter tentamen pa kursens hemsida.

Resultatet blir klart inom 10 arbetsdagar. Information om visning ges da pa kursens hemsida.

p—

. Bestdm alla lokala maximi- och minimipunkter for f(z,y) = z3 + 6y + 6y° .
2. Berikna volymen av den kropp som ges av 22 —y?2 <z <1 —22 — 242 .
3. Vilka tangentplan till ytan xy + yz 4+ xz =1 &r parallella med planet = +y+22z =37

4. Bestdm storsta och minsta virdet av f(z,y,z) = 42y + 3z pa ellipsskivan som ges av skdrningen
mellan planet x +y + 2z =10 och den fyllda ellipsoiden 3z? + y? + yz + 22 < 70 .

5. Visa att ekvationen x®+y3+23+2%2 —yz— 2 = 2 definierar en C'—funktion z(z,y) i en omgivning
av (1,0,1). Bestdm ocksa z;(z,y) och 2 (z,y) i denna omgivning samt ytans tangentplan i punkten
(1,0,1).

6. Berdkna // el tv)” dxdy dér D &r triangeln med hérn i (0,0), (1,0) och (0,1).
D

7. Antag att C'~funktionen F(x,y) dr definierad for > 0, y > 0 och att alla nivakurvor till F(z,y)
skér alla nivakurvor till #%y under riit vinkel. Visa att F(z,y) = g(2? —2y?), dér g ir en godtycklig
C!'—funktion.



Losningar till tentamen i TATA43, Flervariabelanalys, 2009—-01-16

1. Stationiira punkter finns da f, = 32246y =0, f; = 6x+12y = 0. Den andra ekvationen ger
x = —2y, som insatt i de forsta ger 12y% + 6y = 12y(y +1/2) =0 dvs y = 0 eller y = —1/2.
Saledes dr (0,0) och (1, —1/2) funktionens stationédra punkter.

Vi far fI. = 6x, xy , f{//y:m'
I punkten (0,0) blir fm =0, fy, =6, fy, =12 och dirmed blir den kvadratiska formen

2
Q(h,k) = (h k) (6 162> (Z) = 12hk 4+ 12k? = 12 ((k+ Z) — ih2> som é#r indefinit,

ty t.ex. dr Q(0,1) = 12 > 0 medan Q(2,—1) = —12 < 0. Punkten (0,0) &r dédrmed en
sadelpunkt och alltsa ingen lokal extrempunkt.
I punkten (1,-1/2) blir f;), =6, fi, =6, f;, = 12 och dédrmed blir den kvadratiska

vy
formen

Qhk) = (h k) (g 162> (Z) = 6h2 + 12k + 12k% = 6 (b + k)* + K?),

sa Q(h,k) > 0 for alla (h,k), och Q(h,k) = 0 endast om h + k = 0 och k =0, d.v.s. endast
m (h,k) = (0,0). Q &r saledes positivt definit, och punkten (1,—1/2) &r déirmed en lokal

minimipunkt.
Svar: (1,—1/2) &r lokal minimipunkt. Lokala maximipunkter saknas.

2. Omradet D:s projektion Di xy-planet ges av 2% —y? < 1 —2% —2y%, d.vs. 222 +9° < 1. Vi

2z = 3 <r<i1
far via variabelbytet V2s T,COb v Usrs ‘d(m, v) ‘ -
V:/// dxdydz:// 1—x2—2y2—(x2—y2))dxdy:

2w
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Svar: Volymen &r —— v.e.

2V2
3. Med F(z,y,2) = xy + yz + zz kan ytan skrivas som nivaytan F(z,y,2) = 1. Planet x +
1
Yy + 2z = 3 har en normal | 1]. Lat T = (a,b,c) beteckna en tangeringspunkt. Da skall
2
1 0 b+c 1 a—b+2c
VF(a,b,c) || [ 1] och F(a,b,c) =1,dvs. (0] = [a+c| x[1] =]a—b—2c| och
2 0 a+b 2 b—a

ab + bc 4 ac = 1. Parallellitetsvillkoret ger a = b, ¢ = 0 vilket insatt i sista sambandet ger
a’ = 1 d.v.s. a = +1. De intressanta punkterna blir dédrmed (1,1,0) och (-1, —1,0), med
tangentplanen x +y + 2z =2 resp ¢ +y + 2z = —2.

Svar: x +y + 2z = £2.



4. Bivillkoren g(z,y,2) =z +y + 2z = 10 och h(x,y, z) = 32 +y* + yz + 2% < 70 beskriver en
ellipsskiva som dr en kompakt méngd. Malfunktionen f(z,y, z) = « + 2y + 3z &r en kontinu-
erlig funktion, sa f har ett stoérsta och ett minsta virde pa mingden. Vf = (1,2,3) , Vg =
(1,1,1) , Vh = (62,2y + z,y + 22).

e dim 3 (inre punkter): saknas

e dim 2 (sidoyta, g = 10, h < 70): Vf || Vg saknar 16sning, inga kandidater.

1 1 6x
e dim 1 (kantkurva g = 10, h = 70): Vf, Vg, Vh linjirt beroende<—=0=| 2 1 2y+=z
31 y+2z

= 3y — 62 sa y = 2z. Inséttning i ¢ = 10, h = 70 ger kandidater f(1,2,7) = 26 och

£(3,6,1) = 18.

e dim 0 (hérnpunkter): saknas

Svar: fumin = f(3,6,1) =18, fimax = f(1,2,7) = 26.

5. Sitt F(x,y,2) = 2° +y> 4+ 2% + 2?2 — yz — 2. Var ekvation kan nu skrivas F(z,v,2) = 2,
och eftersom F € C*', F(1,0,1) = 2 och VF(x,y,2) = (32% + 2z2,3y* — 2,32® + 2% —
y—1) = (5,—1,3) i punkten (1,0,1) dér alltsd z-komponenten= 3 # 0 sa ger implicita
funktionssatsen att ekvationen F(x,y,z) = 2 i en omgivning av (1,0, 1) definierar en C'-

F! 32?2 42
funktion z = f(x,y). Dessutom &r z.(z,y) = —F‘Z = —W% och z(z,y) =
E, By° — T: tplanets ekvation (anviind att (5,—1,3) & 1
——2 = ———————— Tangentplanets ekvation (anvind a — dr en norma
! 322 f a2 _y_ 1 eemP P
och att (1,0,1) ligger i planet) blir bz —y 4+ 3z = 8.
3x2 + 212 3y? — 2
A r_ _
SVELI'. Zz = —m s Zy = —m y tangentplan 5:13 -y + 3Z = 8

6. Variabelbytet u = x +y, v = x 6verfor D pa en triangel F med hérn (0,0), (1,0), (1,1),

d
dessutom blir (z,9) =1
d(u,v)
1 u 1 1 1 1
// e@+y)? dxdy:// e’ dudv://(3“2civciu:/ue“2 du= || =52
D E 2 0 2
00 0 )
e —
Svar:
var: —

7. Nivakurvorna till F' dr vinkelriita mot nivakurvorna till g(z,y) = 22y innebir att VF 1 Vg,
d.v.s. att (Fy, F,) - (2xy, x?) = 2xy F, + 2° F, = 0. Variabelbytet u = 22 — 2% v =z ger
F, = Fju,+F, v, = 2zF,+F), F, = F,,u,+F, v}, = —4yF, sé 2xy F,+a”° F,, = 2ayF, = 0
d.v.s. F) =0 (ty zy # 0). Integration ger att F = g(v) = g(2® — 2y?) dir g ér en godtycklig
C!-funktion, v.s.v.



