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Inga hjalpmedel tillatna (inte heller minirédknare).

OBS! Skriv personnummer och namn pa varje ark som ldmnas in.

8/12/16 podng med minst 3/4/5 uppgifter med minst 2 poéng (av 3 mdjliga) ger betyg
3/4/5.

Lank till 16sningsskiss finns efter tentamen pa kursens hemsida.

Resultatet blir klart inom 10 arbetsdagar. Information om visning ges da pa kursens
hemsida.

1) Los ekvationen

0: 0z _
T ox y@y_

med hjélp av variabelbytet u = xy, v = x/y (z ar en kontinuerligt deriverbar funktion).

0, x,y>0

2) Bestém storsta och minsta véardet av

flz,y) =2* +zy +y* — 32 — 3y
da 2z 4+y <4 och x >0, y > 0. Motivera noga!

3) Berikna ekvationer for alla plan som tangerar ytan y* + 2% — 2% = 1 och innehaller
punkterna (2,2, 3) och (3,3,5).

4) Rikna ut arean av méngden D = {(z,y) : 2® + zy + y*> < lochz + Jy > 1}

/ / / 2% dadydz
p (422 4 2y% + 22)3/2

dar D ges av olikheterna 0 < 422 + 2y? + 22 < 1 och = > 0.

5) Berdkna integralen

6) Bestam alla lokala maximi- och minimipunkter for

f(xa?/»z):$3+y3+2’3—2xy—2yz—2xz.

7) Bevisa att ekvationen x? +y*+ 2? +sin z = 0 i nagon omgivning av (0,0, 0) definierar
en funktion z = f(z,y) som har lokalt maximum i (0, 0).



1. Variabelbytet v = zy, v = x/y, ger z
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= yz, + 2,/y och 2z = xz, — xz,/y®. Insittning i

differentialekvationen ger darfor xz/, —yz, = 22, /y = 0, och, eftersom x > 0 och y > 0, far
vi 2/ = 0, som integrerad ger z = g(u) = g(xy), déir g 4r en C'-funktion av en variabel.

Svar: z(z,y) = g(xy), diir g &r en C!-funktion av en variabel.

. De tre bivillkoren g(x,y) = 2z +y < 4, 2 > 0 och y > 0 bestdmmer en sluten och begrinsad
triangelyta, och malfunktionen f(x,y) = 2% + 2y + y? — 3z — 3y #r kontinuerlig dir. Alltsa
existerar storsta och minsta virde for f pa denna méngd.

Vifar Vf = 2z +y — 3,2 + 2y — 3) och Vg = (2,1). Kandidatjakt:

e dim 2 (inre punkter, g < 4, 2 > 0, y > 0): Vf = 0 ger kandidaten f(1,1) = —3.
e dim 1 (kanter), bestar av tre delar:

x (g=4,2>0,y>0): Vf| Vg & y =1, som insatt i g = 4 ger x = 3/2, och
dérmed kandidaten f(3/2,1) = —11/4.

* (9 <4, x=0,y>0): Hir &r f(z,y) = f(0,y) = y* — 3y = ¢(y), och ¢'(y) =0 &
y = 3/2, och vi far kandidaten f(O 3/2) = —9/4.

* (9g<4,x>0,y=0): Hir ar f(z,y) = f(z,0) = 22 — 3z, och som i foregaende del
far vi z = 3/2 och kandidaten f(3/2 0) = 79/4

)
e dim 0 (horn): Kandidater f(0,0) =0, f(2,0) = -2, f(0,4) = 4.

MI fmax = f(074) =4 och fmin = f(]"]') =3

. Med F(x,y, z) = y*>+2?—2% kan ytan Y skrivas som nivaytan F(x,y,2) = 1. Lat (a, b, ¢) vara
en punkt pa Y dir tangentplanet — férutom punkten (a, b, ¢) — innehéaller punkterna (2, 2, 3)
och (3,3,5). Detta plan har normalvektor n || VF(a,b, c) = (—2a, 2b, 2¢), och det innehaller
punkterna (2,2,3) och (3,3,5) precisdan L (a—2,b—2,¢—3)ochn L (a—3,b—3,¢—5).
Vi far dérfor ekvationerna 1 = F(a,b,¢) = b+ —a?, 0 = (—a,b,¢) - (a —2,b—2,¢— 3) =
—a?+ b +c*+2a—2b—3c=2a—2b—3c+1o0ch 0= (—a,b,c)-(a—3,b—3,c—5) = —a®+
b2+ c?4+3a—3b—5¢c = 3a—3b—5c+1. De tva sista sambanden ger ¢ = —1 och b = a+2, som
insatt i det forsta ger a = —1, och dérmed den enda tangeringspunkten (a,b,c) = (=1,1, —1).
Det sokta tangentplanets normalvektor n || VF(—1,1,—1) = (2,2, —2), sa tangentplanets
ekvation blir 0 = (2,2,-2) - (z+ L,y — 1,2+ 1) =20 +2y — 22— 2, alltsa c +y — z = 1.

Svar: z4+y — 2z = 1.
. D kan skrivas (v +y/2)? +3y%/4 < 1, +y/2 > 1/2, sa linjirt byte u = 2 +y/2, v = yv/3/2

o () o4 s

ger ny mingd B : u? +0v? <1, u > 1/2 samt ’
dxdy = 2 dudv/+/3. Vi far

area(D // dxdy = 7 // dudv = area(E)

(77 12 _ 2sin(m/3) - 1/2> 2r 1
V3 \ 3 2 3v3 2

eftersom E &r en tredjedels cirkelskiva med radie 1 men med en triangel med bas 2 sin(m/3)
och héjd 1/2 borttagen (rita figur!).

(Alternativ: [, dudv = 2f1/2 VI—w?du= /u=sint/ = 2f7r/2(:032tdt: .

. Integralen &r generaliserad, men integranden dr positiv, sa Variabelbyten och upprepad in-
tegration #r tillatet. Linjirt byte u = 2z, v = yv/2, w = 2z med nytt omrade E : 0 <

u? + 02 +w? <1, u > 0 samt ’ = 2v/2 och dirmed dxdydz = dudvdw/2+/2, foljt

d(u,v,w)
d(z,y,z)




av sedvanligt rymdpolért byte v = rsinf cos p, v = rsinfsin, w = rcosf som ger nytt
omrade F: 0<7r<1,0<0 <7, —7/2 < ¢ <7/2 och dudvdw = r? sin 0 drdfdyp, ger

/// 2% dedydz 1 /// w? dudvdw
(422 422 + 2232~ 2.2 b (U2 + 02 + w?)3/2
ff et o), o [ stosmoa [
= — rcos® @sin 6 drdddp = —— rdr- cos“ fsin 6 do - dy
2v/2 F 2v/2 Jo 0 /2

1 [rg]l [ cos3<9yr [ ]7,/2 o
22 2], 3 |, 2T 6

6. f(z,y,2) = 23 + 93 + 23 — 22y — 2yz — 222. Stationira punkter fas ur ekvationssystemet
fr=382"=2y—22=0, fj =3y*> — 20 — 22 =0, f, = 32> — 2y — 22 = 0, som kan skrivas
322 =2(y + 2), 3y? = 2(z + 2), 322 = 2(x + y).
Den férsta minus den andra ger 3(2? —y?) = 2(y — ), alltsd 3(x +y)(x —y) = —2(z —y), det
vill siiga (r—y)(3z+3y+2) = 0, som ger x = y eller z+y = —2/3. Eftersom z+y = 32%2/2 > 0
enligt den tredje ekvationen maste saledes x = y. P4 samma sétt far vi z = z, och saledes ar
r =y = z. Insiittning av detta i forsta ekvationen ger 322 = 4x, alltsd x = 0 eller z = 4/3.
De stationdra punkterna &r saledes (0,0,0) och (4/3,4/3,4/3).
Andraderivatorna blir f;/, = 6x, f;\ = =2, f;, = =2, f; = 6y, f;, = =2 och f =62.
I punkten (0,0,0) blir fi/, = 0, f;; = 0 och f, = 0, och dérmed far vi den kvadratiska
formen

1" " 1"

L A AN 0 -2 -2\ [(h
Qhk,)=(h k O s fo (k=0 k )2 0o —2||k
l 2 -2 0/ \u

" 71 "
Tz yz 2z

= —4hk — 4hl — 4K,

som dr indefinit eftersom t.ex. Q(0,1,—1) = 4 > 0 medan Q(0,1,1) = —4 < 0, sa punkten
(0,0,0) &r ingen lokal extrempunkt for f.
I punkten (4/3,4/3,4/3) blir f;, =8, f;, = 8 och fl, = 8, och dirmed far vi den kvadratiska

formen

AR 1 1\? 20
h,k, 1) = 8h? k2 1?2 — 4hk — 4hl — 4kl = h——-—-— — k- = iy
Q(h,k,1) =8h” +8k*+8 8( 44>—|—2< 3)—|—3,
s& Q(h,k,1) > 0 for alla (h, k,1), och Q(h,k,l) =0 endast om h—k/4—1/4=0,k—1/3=0
och | = 0, d.v.s. endast om (h,k,1) = (0,0,0). Q &r alltsa positivt definit, och punkten
(4/3,4/3,4/3) #ar ddrmed en lokal minimipunkt for f.

Svar: (4/3,4/3,4/3) dr en lokal minimipunkt. Lokala maximipunkter saknas.

7. Sitt F(x,y,2) = 22 + y? + 22 + sin z; da kan ekvationen skrivas F(x,y,2) = 0. Eftersom

F(0,0,0) =0, F € C! och VF = (2z,2y,22 + cos z) = (0,0, 1) i punkten (0,0, 0), och alltsa
z-komponenten av gradienten # 0 dar, ger implicita funktionssatsen att den givna ekvationen
definierar en C!-funktion z(x,y) i en omgivning av (0,0,0); trivialt &r 2(0,0) = 0.
Att funktionen z(z,y) har lokalt maximum i (0,0) kan nu ses pa foljande siitt. Eftersom
z(z,y) speciellt dr kontinuerlig i (0,0) och z(0,0) = 0 foljer det att det finns ett § > 0 sadant
att |z(z,y)| < /2 da |(z,y)| < d. For dessa (x,y) har dérfor z(x,y) och sin z(x,y) samma
tecken, och eftersom

2

sinz(z,y) = —2% — 9% — 2(z,y)? < 0 da 0 < |(z,y)] < 0,

inser vi att z(z,y) < 0= 2(0,0) da 0 < |(z,y)| < ¢, vilket just visar att (0,0) &r ett (stréngt)
lokalt maximum.
(Alternativt kan man Maclaurin-utveckla z(z,y) genom implicit derivering flera ganger: man

o _ _ _ _ _ _ . _ o _ 2 2 3
far z = 2, = z;, = i/, = 0och 27, = 2z, = —2i (z,y) = (0,0), 88 2(z,y) = —x*—y*+O0(p°).)



