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Inga hjalpmedel tillatna (inte heller minirdknare).

OBS! Skriv personnummer och namn pa varje ark som ldmnas in.

8/12/16 poang med minst 3/4/5 uppgifter med minst 2 podng (av 3 mdéjliga) ger betyg 3/4/5.
Lank till 16sningsskiss finns efter tentamen pa kursens hemsida.

Resultatet blir klart inom 10 arbetsdagar. Information om visning ges da pa kursens hemsida.
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. Berédkna // 2(y+1)dedy dir D ges av 2? — 2w +4y> < 2.
D

2. Bestam alla lokala maximi- och minimipunkter for f(z,y) = 22 + xy? + 5x? 4+ 2.

3. Bestdm storsta och minsta virdet av f(z,y,2) =2 +y+2z dd 22+2y> <z och v+ 2< % .
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4. Bestam alla C*-16sningar z(z,y) till 32, — 427, + 2, = 2z + 4y sadana att z(—y,y) = 0 och
z(2,0) =0, t.ex. med hjilp av variabelbytet u = 2 + y och v = z + 3y.

5. Berakna /// xyzdrdydz diar Dgesav y? <z<z<y.
D

y+ e +sin(xz) = 1

In(z +y)+2%yz = 0
en omgivning av (1,0, 7). Berdkna ocksa z’(w) och ¢/ ().

6. Visa att ekvationssystemet { definierar C'~funktioner z(z) och y(z) i

7. Lat C vara mingden av alla punkter pé paraboloiden z = 22 + 22 i vilka tangentplanet innehéller
punkten (1,1, —1). Bestam och beskriv projektionen av C' i zy-planet.
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1. D kan skrivas (z — 1)® 4 (2y)? < 3, sa linjirt byte u = 2 — 1, v = 2y, som ger ny méngd
E: u? 4+ v? <3 och dedy = dudv/2, foljt av planpolirt byte, ger

//z;x(y+1)dmdy=//]3(u+1) (5+1) dl;dvzi//E(uv+2u+v+2)dudv
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2. Stationira punkter fas ur f, = 6z% +y* + 10z = 0, fy =22y +2y = 2y(z + 1) = 0. Andra
ekvationen ger alltsa fallen y = 0 och 2 = —1. Nér y = 0 ger forsta ekvationen 6224 10z = 0,
alltsa = = 0 eller x = —5/3, och niir = —1 ger den y* = 4, alltsa y = £2. f har alltsa fyra
stationéira punkter: (0,0), (=5/3,0), (—1,2) och (-1, —2).
Andraderivatorna blir f;), = 12z + 10, f;, = 2y och f,;, = 2z + 2, och den kvadratiska
formen
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1(0,0) far vi Q(h, k) = 10h* +2k?, s& Q(h, k) > 0 for alla (h, k), och Q(h, k) = 0 endast om
(h,k) = (0,0). @ &r alltsa positivt definit, sa (0,0) dr en lokal minimipunkt.
I (—5/3,0) far vi Q(h,k) = —10h?® — 4k?/3, sa Q(h,k) < 0 for alla (h, k), och Q(h,k) = 0
endast om (h, k) = (0,0). @ ér alltsa negativt definit, sa (—5/3,0) ér en lokal maximipunkt.
I (—1,2) far vi Q(h,k) = —2h® + 8hk = —2(h — 2k)* + 8k?, sa Q #r indefinit: t.ex. &r
Q(1,0) = =2 < 0 och Q(2,1) =8 > 0. (—1,2) &r alltsd ingen lokal extrempunkt.
I (—1,-2) far vi Q(h,k) = —2h* — 8hk = —2(h + 2k)? + 8k?, sa Q #r indefinit: t.ex. &r
Q(1,0) = =2 <0 och Q(2,-1) =8> 0. (—1,—2) &r alltsa ingen lokal extrempunkt.
Svar: (0,0) &r en lokal minimipunkt och (—5/3,0) &r en lokal maximipunkt.

3. Bivillkoren g(x,y,z) = 2°+2y?> — 2z < 0 och h(z,vy, z) = £+ 2 < 7/4 bestémmer en sluten och

begrinsad méngd mellan en paraboloid och ett plan, och malfunktionen f(z,y,2) = z+y+=2
ar kontinuerlig dér. Alltsa existerar storsta och minsta vérde.

Vi far Vf = (1,1,1), Vg = (2z,4y, —1) och Vh = (1,0, 1). Kandidatjakt:

e dim 3 (inre punkter, g < 0, h < 7/4): Vf # 0 overallt, sa hir finns inga kandidater.
e dim 2 (ytor), bestar av tva delar:
x (9=0,h<7/4):Vf| Vg < 2x=—1o0ch4y = —1, som insatt i g = 0 ger
kandidaten f(—1/2,—1/4,3/8) = —3/8, ty h(—1/2,—1/4,3/8) = —1/8 < 7/4.
*x (g <0, h="7/4): V[ | Vh &r aldrig sant, sa kandidater saknas hér.
e dim 1 (kurvan g = 0, h = 7/4): {Vf, Vg, Vh} dr linjart beroende <= z = —1/2,
som insatt i g = 0 och h = 7/4 ger z = 9/4 och y = £1 och dérmed kandidaterna
F(=1/2,1,9/4) = 11/4 och f(~1/2,—1,9/4) = 3/4.

e dim 0 (horn): tomt.

Sammantaget blir fi.x = f(—1/2,1,9/4) = 11/4 och fuin = f(—1/2,—1/4,3/8) = —3/8.



4. Variabelbytet u = = +y, v = x + 3y ger z, = z, + 2, och z, = z, + 3z, och sedan
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Rpg = (Z$)£ - (Zu + Zv)x - (Zu + Zv)u + (Zu + Zv)v = Zuu + QZuv + Zyps Pa motsvarande sitt
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far vi z;, = 2y, + 42y, + 32y, och 2y, = 2, + 62, + 92y,
Insittning i differentialekvationen ger —4z;,, = u+ v, alltsa z;,, = —(u+v)/4, och successiv

integration ger 2/, = —(2uv + v*)/8 + g(u) och z = —(u*v +ww?)/8 + G(u) + H(v), alltsa

(z +y)*(x +3y) + (x +y)(z + 3y)?

3 + Gz +y)+ H(zx + 3y),

Z(.’t,y) = -

dir G och H dr C*-funktioner av en variabel.

Bivillkoren ger sedan 0 = z(—y,y) = G(0) + H(2y), alltsa H(t) = —G(0), for alla ¢, och
0 = z(2,0) = —2®/4 + G(x) + H(x), som i sin tur ger G(z) = 23/4 — H(z) = 23/4 + G(0),
sa G(t) = t3/4+ G(0) for alla t. Losningen som uppfyller bivillkoren &r alltsa

@+ +3y) + (@ +y@+3y)?®  (@+y)®  (@+y)Br+Sy)y
3 4 4 '

Z(.’E,y) = -

. D:s projektion pa zy-planet ir D= {(z,y) : P <z < y}, och stavarna i z-led &r y? <z <.
Projektionen D kan beskrivas med 0 < y < 1, y* < 2 < y (rita figur!), sa upprepad
integration ger

T 1 Y 3, 5
/// ryz dxdydz = // (/ TYz dz> dxdy = / (/ Ty d:l:) dy
D D y2 0 y?2 2
1,9 7.5
Y —2y' +y 1/1 1 1 1
/0 8 Y738 <10 11%) " 10

(Alternativt kan man anvénda skivor pa fixa y-nivaer, t.ex.; tvérsnittet D, blir da en triangel,
och projektionen av D pa y-axeln blir 0 <y < 1.)

. Sitt P = (1,0,7). Med F(x,y,2) =y + e*Y +sinxz och G(x,y,2) = In(x + y) + 2%yz kan
ekvationssystemet skrivas F(x,y, z) = 1, G(z,y, 2) = 0. Vi ser genast att F' € C* och G € C*
samt att F'(P) =1 och G(P) = 0. Vidare,

t=VEF(P)x VG(P) = (-m,2,-1) x (1,7 +1,0) = (7 + 1, -1, —7% — 7 — 2)

har z-komponent # 0, sa implicita funktionssatsen ger lokala C'-funktioner z(z) och y(z)
kring P som loser ekvationssystemet. Eftersom (z'(7),y (), 1) || ¢ foljer slutligen att

R Y S S
z(m) = w24+ 2 y(ﬂ>_7r2+7r+2'
(Alternativ: Derivera ekvationerna implicit m.a.p. z, séitt in P, och 16s ut z’(m) och 3/(m).)

. Sétt F(z,y,2) = 2* + 2y* — 2; da kan ytan S skrivas F(x,y, z) = 0. Tangentplanet till S i
Q = (a,b,c) € S gar genom P = (1,1, —1) precis da VF(Q) = (2a,4b,—1) L (a—1,b—1,c+1)
och F(a,b,c) = 0, d.v.s. precis da 2a* — 2a +4b*> —4b—c—1 = 0 och a® + 2b* — ¢ = 0. Genom
att eliminera ¢ (och byta bokstidverna (a,b,c) mot (z,y, z)) kan mingden C saledes skrivas

C={(z,y,2): (1’71)2+2(y71)2 =4, z:x2+2y2},

och dennas projektion pa zy-planet dr alltsa ellipsen
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