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Inga hjalpmedel tillatna (inte heller minirdknare).

OBS! Skriv personnummer och namn pa varje ark som ldmnas in.

8/12/16 poang med minst 3/4/5 uppgifter med minst 2 podng (av 3 mdéjliga) ger betyg 3/4/5.
Lank till 16sningsskiss finns efter tentamen pa kursens hemsida.

Resultatet blir klart inom 10 arbetsdagar. Information om visning ges da pa kursens hemsida.

1
1. Bestam alla lokala maximi- och minimipunkter for f(z,y,2) = y_z_ 2 +Inx.
x Yy =z

2. Beridkna // (x + y)e(’”_Qy)3 dxdy dar D &r triangeln med hérn i (0,0), (1,—1) och (3,0).
D

3. Bestidm storsta och minsta virdet av f(z,y) = zy pa den del av ellipsbagen 22 + 2zy + 4y =7
som ges av T > 2.

4. Normallinjen till ytan 22+ y? + 222 =4 i punkten (1,—1,1) skiir ytan i ytterligare en punkt P.
Bestdm P och ytans tangentplan i P.

fi = —ye "sin(zt) + Hf%yz —z

[y = —xe *sin(zt) + 71+52y+y2 +z
5. Bestim alla C'-funktioner f(z,y, z,t) sidana att
fl = te"™cos(zt) —z 4y

fi = ze ™ cos(zt) + 8t
och f(0,0,0,1) =0.

6. Berikna volymen av den kropp som beskrivs av 22/3 4 y2/3 4 22/3 < ¢2/3 £ >0, y >0 och z>0
(a >0 &r en konstant).

2?2, +yz, =0, >0, y>0

7. Bestdm alla C!-funktioner z(x,y) sidana att
z(ly) =siny, y>0
Y

d
Ledning: studera z(z,y) pa kurvor y = y(x) pa vilka d—y ==
x oz
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1. f(z,y,2) = y/x — z/y — 1/z + Inx #r definierad da = > 0, y # 0 och z # 0. Stationéra
punkter fas ur f, = —y/2*+1/x =0, f; =1/z+z/y* =0och f, = —1/y+1/2* =0, alltsi

ur systemet z =y, y> = —xz och y = 22. Vi far, eftersom alla variabler #r skilda fran noll,
x=y=—zochz=-1,sa (1,1,—1) & funktionens enda stationira punkt.

. : : 3 2 2 3
Vidare blir andraderivatorna f;), = 2y/x° — 1/2°, fi\, = =1/2°, fi, = 0, f; = =2z/y°,

f{/z =1/y* och f. = —2/2% sa i punkten (1,1, —1) blir den kvadratiska formen

fow  foy T2\ (R 1 -1 o0\ /h
Qhk,y=(h k O | fr, o fo)k]=0 k )f-1 2 1
foe Ty2 F2) \I 0 1 2/ \!
=h? —2hk +2k* + 2k1 4+ 21 = (h — k)? + (kK +1)* 4+ 17,
sa Q(h,k,1) > 0 for alla (h, k,1), och Q(h,k,l) =0 endast om h—k =0, k+1=0o0ch =0,

d.v.s. endast om (h,k,l) = (0,0,0). Q &r alltsa positivt definit, och punkten (1,1,—1) &r
dérmed en lokal minimipunkt for f.

Svar: (1,1, —1) dr en lokal minimipunkt. Lokala maximipunkter saknas.

2. Linjért byte u = & + y, v = x — 2y, som ger dxdy = dudv/3 och ny triangel E med horn i
(0,0), (0,3) och (3,3), ger

3 03 v
// (x + y)e(x_zy)gdxdy = // ue?” dudv _ / c (/ udu) dv
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3. Bivillkoren g(z,y) = 2 4 2zy +4y* = 7 och h(z,y) = = > 2 bestdmmer en sluten delméngd
av en ellipskurva — alltsa en kompakt méngd — och mélfunktionen f(z,y) = xy ir kontinuerlig
dér. Alltsa existerar stérsta och minsta vérde.

Vi far Vf = (y,z) och Vg = (22 + 2y, 2z + 8y). Kandidatjakt:

e dim 2: tomt (vi &r hela tiden pa ellipskurvan g = 7).

ediml(9=7 h>2):Vf| Vg < 2% =4y*> < 2 = +2y, som insatt i g = 7 ger
kandidaten f(v/7, —v7/2) = —=7/2. (Ovriga (tre) punkter uppfyller ej i > 2.)

e dim 0 (g =7, h = 2): vi far kandidaterna f(2,1/2) =1 och f(2,—-3/2) = —3.

Sammantaget blir fiax = f(2,1/2) =1 och fiin = f(\fl —\ﬁ/Q) =-T7/2.

4. Med F(z,vy, z) = > +y*+22? kan ytan Y skrivas som nivaytan F(z,v, z) = 4. Normallinjen L
till Y i (1,—1,1) har dérfor riktningsvektor v || VF(1,-1,1) = (2,-2,4) || (1,—1,2), sa L:s
ekvation i parameterform dr (z,y,z) = (1+¢,—1—¢,1+ 2¢), t € R. Linjen L skiir Y precis
da (1 4+1)% + (=1 — ) + 2(1 + 2t)> = 4, d.v.s. precis da t = 0 (da vi aterfar den givna
punkten) eller t = —6/5, sa den andra skdrningspunkten

P =(-1/5,1/5,-7/5).

Det sokta tangentplanets normalvektor n || VF(—-1/5,1/5,-7/5) = (-2/5,2/5,—28/5) ||
(1,—1,14), sa tangentplanets ekvation i P &r

r—y+ 14z = —20.



5. Integration av ekvation 1 ger f(z,y,z,t) = e “Ysin(zt) + In(1 + 2 + y?) — xz + g(y, 2, 1).
Derivering av f m.a.p. y och insittning i ekvation 2 ger gz’j(y,z,t) = z, sa g(y,z,t) =
yz + h(z,t). Derivering av f(z,vy,z,t) = e” % sin(zt) + In(1 + 22 + y*) — zz + yz + h(z,1)
m.a.p. z och inséttning i ekvation 3 ger h’,(z,t) = 0, sa h(z,t) = k(t). Derivering av f m.a.p. ¢
och insittning i ekvation 4 ger k() = 8t, sa k(t) = 4t> 4+ C. Bivillkoret £(0,0,0,1) =0 ger
slutligen C' = —4.

Svar: f(x,y,z,t) = e”sin(zt) + In(1 + 2° + 3?) — xz + yz + 4> — 4.

6. Variabelbytet z = u?, y = v3, z = w?, som ger ny méngd E : u?® 4+ v* + w? < a2/3, u > 0,

v >0, w >0 och dedydz = 27uv?w?dudvdw, f6ljt av rymdpolirt byte, som ger ny méngd
F:0<r<d/0<6< /2,0 < ¢ < 7/2 och dudvdw = 2 sin 0 drdfdy, ger, med
t = cosf i ett senare steg,

V= /// dxdydz = /// 27u? v w?dudvdw
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7. Differentialekvationen 3 = y/z* da = > 0 och y > 0 ir separabel och har den allmiinna
losningen y(x) = Ae™'/* dir konstanten A > 0. Om vi fixerar A och studerar z pa
tillhérande kurva genom att sitta f(x) = z(x, y(z)) far vi, eftersom ¢’ = y/z?,

f(@) = 2 (z,y(2) - 1+ 2 (x,y(x)) - (x) = % (2220 (z, y(x)) + y(x)2, (z, y(x))) =0

da x > 0, sa f ar alltsa konstant, och saledes &r z konstant pa kurvan. Denna konstant kan
dock vara olika for de olika kurvorna, sa med andra ord finns det en funktion g sadan att
z(z, Ae™Y®) = g(A), z > 0, A > 0. Bivillkoret z(1,y) = siny ger nu z(1, Ae™!) = sin(Ae™1),
sa g(A) = sin(Ae™ 1), A > 0. Omskrivningen y = Ae=Y* ger slutligen

2(z,y) = sin(ye*™Y), >0, y>0.

(Alternativt kan man utnyttja kurvorna ovan till ett variabelbyte: u = yel/w och (t.ex.)
v =y. Da blir 0 = 2%z}, 4 yz, = yz,, och vi far z = h(u) = h(ye'/®), och bivillkoret ger
h(t) = sin(te™) for t > 0 och déirmed z(z, y) = sin(ye'/*1) som ovan.)



