Armin Halilovic: EXTRA OVNINGAR Volymberakning

TILLAMPNINGAR AV INTEGRALER. VOLYMBERAKNING.

Huvud verktyg for volymber 8kning ar
dubbelintegral ( som tillhér kursen i
flervariabelanalys), men nagra volymber akningar
kan vi gbra med hjalp av enkelintegral.

Har betraktar vi tvafall:

1. Volymber&kningar med hjélp av skivmetoden :a

X
och
2. Rotationsvolymer /

1. SKIVFORMELN

L&t K varaen kropp som ligger mellan planen x=a och x=b. L&t A(X) vara arean av skarning
mellan kroppen K och planet som genom punkten (x,0, 0) vinkelrét mot x- axeln. Vi antar att
A(X) & kontinuerligi intervalet [a, b]

1. Kroppens volym V(K) kan berdknas med " skivformeln”:

V = T A(X)dx

Forklaring: Vi delar kroppen i tunnaskivor med planen x =X, . Volymen av en sadan
skivakan approximerasmed  A(X,)- (X, — %) [ dettadr volymen av en cylindrisk kropp
med basens area A(x,) och hojden Ax, = (X, — X, ) ]. Darfor

max|Ax, |[->0

V=_lim [iA(xky(xm—xk)j:jA(x)dx

v

2. Volymen av den del av kroppen som ligger mellana och x (i x-led) kan betraktas som
en funktion av x:

V(X) = f A(t)dt .
Darfor V'(x) = %U A(t)dt] = A(X) (enligt analysens huvudsats).

och déarmed blir differentialen DV (x) =V'(x)dx = A(x)dx
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Anmarkning. | ovanstédende formler integrerar vi langs x-axeln men skivmetoden kan
anvandas langs vilken linje som helst (s8g t-axel) 1 3D rummet , om man kanner arean A(t)
for varje plan skarning vinkelrdt mot axeln.

a
Om kroppen K ligger mellan planen vinkelrétamot t axelni punkternaa och b blir volymen

V= T At)dt

ROTATIONSVOLYM _
A

Léat D varaett plant omrade mellan en kontinuerlig kurva

y=f(x),dar f(x)>0, och x-axeln =

som definierasmed a<x<b, 0<y<f(x). a bt

1. Volymen av kroppen som alstras dd omradet D roterar kring x-axeln ar

b
V, =7zjf2(x)dx

2. Volymen av kroppen som alstras da samma omrade D roterar kring y-axeln &r

Vy=272:t'1 X- f (X)X
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OVNINGAR
Uppgift 1.

L&t K varaen kropp som ligger mellan planen x=a och x=b. L&t A(X) varaarean av skarning
mellan kroppen K och planet som genom punkten (x,0,0) vinkelrdt mot x- axeln. Berdkna,
med skivformeln, volymen av kroppen K da

a AX)=x* a=1 b=2, dvs xe[1?2].
b) AX)=e?, a=0, b=ow, dvs xe[0,0c].
L 6sning:

a V= j: A(X)dx :Jj XPdx = {Xg} :g

1

b o _oy ] _oy P _2b 0
b)V:IA(x)dx:J'e‘zxdx{e } :Iim{e }:nm{e——e—}zl
a 0 _2 0 2 0 2

Uppgift 2.

L&t K varaen kropp som ligger mellan planen x=1 och x=2. Berakna, med skivformeln,
volymen av kroppen K da skarning mellan kroppen K och planet som genom punkten (x,0,0)
vinkelrdt mot x- axeln &r

a) en cirkeln med radien r(x) :g

b) en ellips med halvaxlar a(x) = x och b(x) = 3x
c) en rektangeln med sidor a(x) = x och b(x) :g

Losning:

X

a AX)=rzm= 1

® 2P [T 7r

b) A(X) = abz = x-3x-7 =3x°r ,
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b 2
V= j A(X)dx :_[3x2mdx = fr[x3f =T
a 1

X X
C) A(X):X'E=7 y

b 2 2 372
X X 7
V=] AX)dx=|—dx=|—| =—

1

Uppgift 3.Visaatt volymen av en kon med basytans area B och hdjden H &r
v-BH
3
L dsning: For att forenkla ber&kning, betraktar vi en kon med spetsen i origo och basen

parallell med xy-planet.
Med hjélp av likformighet har vi

Az 7° z°
T:F = A(Z) :FB
Darfor

2

b H _2 3 3
V:J'A(z)dz:J-Z—de:E z B H_BH vad skulle visas.
4 o H? H?| 3 H® 3 3

0

Uppgift 4.Visaatt volymen av en pyramid med basytans area B och héjden H ar
v-BH
3
Tips. Absolut samma resonemang som ovan.

3
AR Jar R betecknar

Uppgift 5. Anvand skivmetoden for att visa att klotetsvolym ér V =
klotets radie.

L 6sning: Vi beraknar forst volymen av en halvklot ( se nedanstaende figur). Lét r=r(z) vara
radien for den cirkel som ar snittet mellan halvklot och planet genom z ( vinkelrét mot z-
axeln).

Vi har foljande samband
RP=Z2+r?>=r%=R?*-Z*. Harav blir snittets area

A2)=r’r=(R°-2)x

och halvklotets volym
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b R
Viaidor = I A(2)dz :I”(Rz - 7°)dz
a 0

=7 RZZ—Z—3 2Rz
3| 3

Déarmed har helaklotet volymen V,,,, = 2V, ot

3
dvs Vi, =% vad skullevisas.

Uppgift 6. (Viktigt allméant exempel.) En stor tank T fylls med vatten med hastigheten K
m?® per timme). Antag att vi kénner tversnittsarean A(h) for varje snitt parallell med xy-planet
( dvsvinkelrat mot z planet), se nedanstdende figur . Med vilken hastighet stiger vattenytan
davattendjupet & h=L m (dar L & mindre an tankens hojd)?

z
A(h)
h ¥
O
y
X

L dsning: Vi har d—\t/:K , Vi soker d—h
Enligt kedjeregeln

dv
dv dVv dh y dh gt
b * harav —=—2-.
dt dh dt ) [ d dv |

dh

Forst bestammer vi ?j—\r/l ('som vi sedan substituerar i (*) och beréknar %)

Enligt skivformel géller
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Vv(h) :_TA(z)dz.

Darfor —(V (h) = —j A(z)dz= (analysens huvudsats)= A(h).

Al & — Ay
dh
substitutionen i () ger O =V I py. I dn_ K
d dh dt d d A
o . ) . o . dh K
Alltsa, om vattendjupet &r h, stiger vattenniva stiger med hastigheten m = m

Vid en fix hojd h=L stiger vattenniva med hastigheten %

Svar: L.
A(L)

Uppgift 7. En kon placeras med spetsen vand nedat. Basen (parrallell med xy-planet) &r en
ellips med halvaxlar a=2m och b=3 m . H¢jden & H=10m. Konen fylls med vatten med
hastigheten K=0.1 m?*/min.

Med vilken hastighet stiger vattenytan da vattendjupet & h=5m ?

L dsning:

Vi kan bestdmma A(h) och endast substituerai formeln
dh _ K
d A(h)

fran foregéende uppgift, men, for att 6va héarledningen, upprepar

vi hela resonemangen.

dv dVv dh
Enligt kedjeregeln géller —=—. )
'g jeregeng dt  dh dt

h
Forst bestammer vi ?j—\r/l med hjalp av skivformeln V(h) = _[ A(z)dz.
Vi har (V (h) = —_[ A(z)dz= (analysens huvudsats)= A(h).

Alltsa Y = A
dh
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substitutionen () ger I =NV Iy aqy. didn_ K
d dh dt d dt  A(h)
o : y . . . dh K
Alltsa, om vattendjupet &r h, stiger vattenniva stiger med hastigheten i m (**).

| den hér uppgiften &r O('j—\t/ =K =0.1. Vi kvar att bestamma A(h).

Med hjalp av likformighet (i 3 dimensioner) far vi

Alz) Z° v h?
B H® (2) H? (") H?
2
Eftersom basytansarea ( ellipsensarea) & B=2-37 =6z ochH=10 har vi A(h) = 320” .

Nu, frén (**) dh_K _01_5
’ " dt Ah) 31z 3

50
o . 3} . - . dh 5
Alltsa, om vattendjupet &r h, stiger vattenniva med hastigheten o = et
w
Om h=5m stiger darmed vattenniva med hastigheten LQ I
3-5°r 157

Svar: i m/min
157

Uppgift 8. En pyramid placeras med spetsen vand nedét. Basen (parrallell med xy-planet)
har arean B=4 m*. Hojden & H=5m. Pyramiden fylls med vatten med hastigheten K=0.2 m®
/min. Med vilken hastighet stiger vattenytan da vattendjupet & h=2m ?

v

X

L6sning:
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e L. . dh K
Vattenniva stiger med hastigheten —=—— ift 6).
g g dat A ('se uppgift 6)

Med hjalp av likformighet (i 3 dimensioner) far vi

2 2 2
ﬂ=h—2 - A(h)=Bh—2:4h ,
B H H 25
Darfor @: K _02_.5
dt  A(h) 47h2 4h?
25
o , " . - . dh 5
Alltsa, om vattendjupet &r h, stiger vattenniva med hastigheten m = e

Om h=2m stiger darmed vattenniva med hastigheten % m per minut.

Uppgift 9. (Jamfér med upp 8 Tentamen 2012-12-10) En stor sfarisk tank med radien R
fylls med vatten med hastigheten K m® per timme ( se nedanst&ende figur).

a) Med vilken hastighet stiger vattenytan da vattendjupet & h=L m ( dar L<R)?

b) Med vilken hastighet stiger vattenytan da vattendjupet & h= g m och K=0,1 m> per

timme.

Losning: (Vi upprepar resonemangen fran foregaende uppgifter)

Vi har ‘i'j—\t/:K visoker I Enligt kedjeregein 9. -9V dn

o & a )

Forst bestammer vi ?j—\r/l med hjdp av skivformeln .

Fran V(h) = j A(2)dz. har vi %(\/(h)) = % j A(z)dz= (analysens huvudsats)= A(h).

Allisa &Y= Ah) -
dh
substitutioneni (+) ger I =V A _ py. G0 dh_ K
&t dn ot d  dt | Ah)
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Alltsa, om vattendjupet & h, stiger vattenniva stiger med hastigheten % = %
Vi har kvar att berékna snittarean A(h). z
Pytagoras sats
r?=R?—(R—h)2=2Rh—h?
Darfor snittarean ( cirkelns area) ar (h)
A(h) =%z = (2Rh—h?)x S
/ ’
X
och darmed, om vattendjupet &r h, stiger vattenniva med hastigheten
dh_ K K
dt  A(h) (2Rh—h?)z
a) Om vattendjupet & h=L, stiger vattenniva med hastigheten vlz#2
(2RL - )7

b) Vid h=R/5 stiger vattenniva med hastigheten

0.1 :
V2= 5 s = >— M per imme
R R 18Rx
2—-—)z
5 25
Svar: @ ————— mpertimme D) > m per timme
" (2RL-)rx 18R’z '

2. ROTATIONSVOLYMER

Uppgift 10. Berdkna volymen av den rotationskropp som uppstar da omrédet som
definierasav 0 <x <1, 0<y<e* roterar kring

a) x-axeln b) y-axeln
L dsning:

a) Volymen av kroppen som alstras da omradet roterar kring x-axeln ar
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Volymrberékning

b
vV, = nj f2(x)dx =

Svar a) %[eS—l]

b
nf e8*dx
a

|

S

elel
T—| ==[e®—1]
8 0

Volymen av kroppen som alstras da omréadet roterar kring y-axeln ar

b

v, = an x- f(x)dx

1
an x - e*dx
0

Integralen [ x - e**dx beréknar vi med hjdp av partiell integration

[ x-e*dx

e4x e4x
w — [u'vdx = x—— [—dx
4 4

e4x e4x

4 16

Darfor

4x e

— L et = e _e
V,=2n[ x e"dx-Zn[x4 —

4
Svar b) 3’;‘3 +2

Partiell integration:

Uppgift 11. Berdkna volymen av den rotationskropp som uppstar dd omradet som
begransasav kurvornaav vy = x* och y = x roterar kring x-axeln.

L Gsning:

V=V, -V,

o V= n [P xiax = [n3] =7
vy s <2 -3
NuharviV, =V, -V, :g—g:%’f

27T

Svar a) sz?
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Uppgift 12. Kurvan y = sin x begransar tillsammans med x-axeln ett omrade i intervallet
0 < x < x . Berdkna volymen av den kropp som alstras da omradet roterar

a) kring x-axeln b) kring y-axeln
L dsning:
2

T :7;(%—0—(0—0)) :”7 ve.

0

a) VXZEI(SiI’IX)ZdX=ﬂ'J‘1_LZS(2X)dx:ﬂ-[§_¥42X
0 0

b W= 2fcj xsin xdx = [partiell integration] .
0

= 27|-xcosx+sinx[, =27%ve

Uppgift 13. Berdkna volymen av den rotationskropp som uppstar da omrédet som
definierasav 1<x <o, 0<y< x_12 roterar kring x-axeln.

L dsning:

®1 11” T T
—4dx=[—n— =0+s=3
X

b
V=T[f 2xdx=7rf

Svar a) szg

Uppgift 14. Berdkna volymen av klotets segment med "hojden” h ( sefigur) daklotens
radien & likamed R.
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L 6sning: For att berdkna pa enklare satt betraktar vi ett ekvivalent problem. Vi beréknar

rotationsvolymen som uppstar da halften av cirkelsegment i figuren nedan, roterar kring x
axeln.

Frén cirkelns ekvation (x— R)*+ y* = R* har vi

y? = R* — (x— R)? = 2Rx— x* som vi substituerar i formeln

b h
V, :ﬁj y2dx = ﬁf(ZRx—xz)dx=
a 0
3 h 3 2
B =L A W L TS
310 3 3

2

Svar: V :ﬂhT(ffR—h)

Uppgift 15. Berdknavolymen av kroppen som uppstar da cirkeln med radien R roterar kring
en axeln dar avstandet mellan cirkelns centrum och axeln & d > R. (Kroppen kallas torus och
liknar en cykelslang)
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L dsning:

Vi betraktar rotation kring y-axeln och placerar cirkelns centrum pax axelni punkten (d,0).

yA

Fran cirkelns ekvation (x—d)*+y* =R harvi y* = R* —(x-d)?

Forst beraknar vi volymen V, da cirkelns 6vre halvan y = +,/R? —(x—d)? roterar kring y-
axeln.

Torusvolymen blir d& V=2V,

d+R

b
Vi har V, =27 x- f (x)dx =27 [x: /R - (x—d)’dx
a d-R

Substitution: x—d=t, dx=dt

R
v, :27rj(t+d)-\/R2—t2dx:
-R
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R R
= Zﬂft-\/ R? —t?dx+27 d- I\/RZ —t2dx
-R -R

2
—0+27d XF _Rezd

Forklaring:

i) Forstaintegralen & O eftersom detta & integral av en uddafunktion ( f(-t) =—f(t))
over intervalet [-R, R] som ar symmetriskt kring origo. ( Man kan om man vill berdkna

integralen t ex med variabelbyte R? —t% =v)
R 2

ii) Den andraintegralen j\/ R* —t?dx = % eftersom den beskriver arean av halvcirkeln
-R

med radien R . ( Man kan aven direkt beréknaintegralen t ex med variabelbyte t = Rsinu)

Till slut Vg, = 2.V, = 2R?z7%d

Svar. V. =2Rz%d
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