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1 Maclaurinutveckling

P& denna foreldsning ska vi kika pa hur formeln for en maclaurinutveckling ser ut och kortfattat motivera
varfor den ser ut som den gor. Sen ska vi tréna pa att ta fram maclaurinutvecklingar och anvinda dem for
att

e Berdkna grénsvirden
e Avgora om en funktion har en lokal max- eller minimipunkt for nagot givet x-vérde
e GoOra numeriska approximationer av svarberdknade tal, tex /26

Nér man pratar om maclaurinutvecklingen for en funktion &dr det underforstatt att den géller kring z = 0.
Du kan se en maclaurinutveckling som en omskrivning av en funktion med ett polynom och en restterm.
Om man gor en liknande utveckling kring nagot annat z-vérde kallas det att man gor en taylorutveckling.
Anledningen till att man vill skriva om funktioner mha polynom &r fér att polynom &r latta att rdkna med,
sérskilt i datorer. Formeln f6r maclaurinutveckling av ordning n for en funktion ser ut enligt f6ljande:

" (3) (n)
F@) = £0) + f'(0)x + fz(!o):ﬂ g 3!(0)353 b4 d n!(o)x” (@) (1)

Sa varfor ser formeln ut enligt ovan? Vi borjar med att ténka att vi bara ska gbra en approximation till en
funktion mha av ett polynom och vi tar sikte pa att polynomet ska vara en bra approximation sarskilt kring
z = 0. Lat nu f(x) = sinz. En mindre bra approximation till f(x) &r en horisontell linje som har samma
funktionsvérde som f(z) i 0.
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Vi ser att da vi kommer en bit ifran = 0 blir approximationen véldigt dalig. En béttre approximation till
f(x) = sinz fas om vi ocksé ser till att polynomet vi approximerar med har samma forstaderivata som f(x)
iz = 0. Med samma resonomang inser man att ju fler derivator i x = 0 vi ser till att f(x) och vart polynom
har lika, desto battre kommer approximationen att bli. Det poynom vi approximerar funktionen med kallas
for maclurinpolynomet. Nedan kan du se en graf éver f(x) = sinx och maclaurinpolynomet av ordning 3.
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For att f4 maclaurinutvecklingen till sin x behéver vi lagga till en funktion r(x) till maclaurinpolynomet som
kompenserar for felet som uppstar d& vi approximerar. For sinax kommer det visa sig att om man later
gradtalet n pd maclaurinpolynomet — oo sd kommer felet r(z) — 0 och man far d& det som kallas for en
maclaurinserie. Detta sista &r dock lite att g& héndelserna i forviag sa vi tar och ldgger det pa is tills vidare.

Resttermen r(z) i (1) korrigerar som sagt for felet som fas da vi forsoker approximera f(x) med ett polynom.
Beroende pé tillaimpning s& skrivs restermen r(xz) p olika sitt men vanligtvis brukar man skriva den enligt
nedan, pa Ordo-form.

r(xz) = O(x”“) = x"“b(m), dér b(z) ar nagon begrinsad funktion.

Det #r viktigt att kiinna till att O(x) ar en forkortning for « multiplicerad med en begrinsad funktion for
det innebar att limo O(z) = 0. Detta kommer anvindas vildigt mycket i gransvirdesberdkningar.
z—

En rékneregel for O som manga ofta reagerar pa visas nedan med ett exempel.

O(z®) + O(z*) = O(2%)

Tink pa att vi nu studerar = néira 0 och for dessa z-viirden sa dr O(z3) mer betydelsefull in O(z*) ty =4
avtar snabbare &n 2% da z &r litet. Darfor dr det mer rimligt att den som &r liten och betydelselds ’slukas’
av den som #r forhallandevis stor. Matematiskt kan man motivera rékneregeln enligt féljande

O(z®) 4+ O(z*) = 2°by (x) + xba(2) = 2° (b1 (x) + xba(2)) = 23b3(2) = O(2®) (2)
bs(z)



Dér bs(x) i (2) blir en ny begrénsad funktion.
Ett alternativt sdtt som resttermen kan skrivas pa ar pa Lagrange form som

_ fB)
 (n+ 1)

mn-&-l

r(z)

, dir B ar ndgot tal mellan 0 och z. (3)

Mer om resttermen pa Lagrange form senare i dokumentet. Nedan ser du maclaurinutvecklingen av cosx av
ordning 2 respektive 3.

cosz =1—"=+0(z*) (ordning 2)

2

cosz =1-— % +O(2*) (ordning 3)

Hér presenterar sig en intressant egenskap. Maclaurinpolynomet f6r cosx ar alltsa detsamma bade for en
utveckling av ordning 2 och 3, och det &dr sa pga att maclaurinutvecklingen fér en jamn funktion endast
kommer ha x med jamn exponent i sin utveckling, plus eventuellt nagon konstant. Omvant géller ocksa,
om funktionen vi maclaurinutvecklar &r udda, dd kommer maclaurinpolynomet endast innehélla z med udda
exponent. Utover detta géller att om en funktion dr udda/jamn s& kommer dess invers att vara udda/jaimn
och déarmed géller att maclaurinutvecklingen for inversen till en udda funktion ocksa bara kommer innehalla
x med udda exponent. Ett mer konkret exempel pé nar detta kan anvindas kommer ldngre ner i dokumentet.
Innan vi gar vidare sa ar en rimlig fraga att stélla sig ifall det spelar det hér spelar nagon roll om vi utvecklar
cos x till ordning 2 eller 37 Svaret som vi kan ge &r, troligtvis inte. En maclaurinutveckling av hogre ordning
anses vara béttre och ddrmed s& brukar man i sana hér fall véilja att ta utvecklingen av s& h6ég ordning som
mojligt. I detta fall bor vi alltsa vilja att utveckla cos z till ordning 3, si att vi far en restterm som #r O(z%).

Exempel: Gor en maclaurinutveckling till ordning 3 av e® med resttermen pa ordo-form.

Eftersom derivatan av f(z) = e* ar f/(x) = e” s& blir det nog inte lattare &n sa har. Vi anvinder formeln
fér maclaurinutveckling och far

" @)
f@) = 10 + O+ L1002 00 ot — 140y 2 2 4o

Nésta grej som ar bra att kidnna till om maclaurinutvecklingar &r att givet att en funktion uppfyller ett
visst villkor s& kan du ersétta z i standardutvecklingen med denna funktion fér att pa ett snabbt och smidigt
sitt fa fram en maclaurinutveckling som med formeln hade varit jobbig att berdkna. Vi visar med ett exempel.

Lat sdga att vi vill ta fram vad maclaurinutvecklingen av ordning 5 &r for f(z) = ¢®”. Ett alternativ ir att

derivera f(z) fem ginger och mha formeln f6r MU hérleda vad den blir. Derivatorna blir dock snabbt véldigt

jobbiga att berdkna fér hand och det hade varit toppen om det finns nagot mer effektivt siatt att fa fram

denna utveckling pa. Det &r vilkint vad standardutvecklingen for e! dr och det vi ska gdra nu #r att istéllet

for att lata ¢t = x sa later vi t = 2. Det fungerar att gora pa detta siitt givet att li_r)r%)t = 0. I detta fall
€T

géller att lin% 22 =0, sa da ar det okej att stoppa in z? i standardutvecklingen. Det hade &ven varit okej att
—

stoppa in 2 — 3z, men det hade inte varit okej att stoppa in 3z — 1.



2 t3 4 4 .’L‘6 .1‘8 xlO

t 6 22 x
el=14+t4+— +3'+ + +(’)(t) e® =14 a2 —&-7—&-?—&-*—&-?—%0( )

—1+x2+x—4+0(x6)
B 2

Det blir vildigt mycket smidigare att gora enhgt ovan 1stallet for att sitta och kimpa med att berdkna femt-
ederivatan av e (som f.6. dr 120e” 14 32e 2 + 1606z 3.

Exempel: Berikna maclaurinutvecklingarna av ordning 3 for €% och e®°**, med restterm pa ordo-form.

Vi borjar med att kika pa e %, Viktigt att notera hir #r att lin}J sinz = 0, det betyder att det ar okej att

stoppa in t = sinz i MU fér e, och dirmed ocksa maclaurinutvecklingen for ¢t = sinx i e!. Med anledning

av det, utveckla t = sin x till ordmng 3 och stoppa sedan in denna i 3 ordningens MU av et.

2 3 3

et:1+t+§+%+0(t4),t:sinx:xf%qt(?(xs)é
2 3
' 23 (x —z 4 (’)(J:5)> (a: -z (9(335)> 23 4
ST =14 (22— —+0%) ) + + +0|[(2-"=+0(%
6 2 6 6
O(z*)

I det sista steget ovan skrivs den linga ordo-termen om till O(z*) och siittet man ska tiinka pa for att fa fram
det ar att kolla vad det lagsta gradtalet pa en term kommer bli vid utvecklingen av det som star innanfor
ordot. I detta fall blir det z*. Nér vil det &r konstaterat &r det lige att fortsitta forenkla uttrycket. Alla
termer med gradtal > 4 (ink. alla O(x™) dér m > 4) kommer att ’slukas’ av O(x*). Efter en del forenkling
fas

sinz z® z? z® 4 z? 4

For att bestimma MU f{6r cosx ar l16sningsgangen snarlik men det finns en grej som man maste gora an-
norlunda. Observera att om vi sdtter ¢ = cosx sa géller att lir% t =1 # 0. Dérmed, for att kunna goéra
T—

motsvarande trick som ovan, maste en korrigering goras. Valj ¢ = cosx — 1 och problemet ar 16st. For att fa
till detta i praktiken beh6ver en omskrivning goras.

t
—

z2 4
cosz __ ecosxflJrl _ eCOSZ’ —1 . 61 _ ef%JrO(w ) . 61

Resten av uppgiften ldmnas som 6vning men det korrekta svaret féljer nedan.

eC08T — o _ 27 4 0(1‘4)



Exempel: Berikna MU av ordning 3 for v/1 4 arctan , med restterm pa ordo-form.

Till att borja med noterar vi att funktionen som vi ska bestimma MU for kan skrivas som (1 + arctan z)'/2.

Det vi nu ska gora &r att ta fram MU f{6r arctanx och sedan stoppa in den i en standardutveckling av
(14 t)'/2. For att det ska bli réitt dr det viktigt att vi gor alla utvecklingar till Atminstone ordning 3.

3
arctanx = x — 3 + O(2°)

t2 3 4
—+ —=4+0(
T )

,.(_

1
4 2

N[ =

1 1 3
12 _ 1.t 5 (=3) ) (=3) 3 o _q1. bt
L+ =14 54+ 220y : B+ O =1+

Vilj sen t = 2 — %3 + O(2°) och stoppa in i utvecklingen for (1 4 t)/2.

3

O(z4)

Som vanligt géller vid férenkling att alla termer med gradtal > 4 ’slukas’ av O(z*). Slutligen fas

2 3
x T

V14 arct 14Ty 4
arctan 5 7 g 13 O(z%)

Exempel: Gor en maclaurinutveckling sv ordning 3 fér e* - cos z med restterm pé ordo-form.

Skriv om bade e” och cosz som var sin MU av ordning 3 och multiplicera sedan ihop dessa.

$2 .%‘3
— 4+ —

5 T3 +O(x*)

e =1+z+

22
cosz =1-— 5 + O(2)

3

2 2
e’ - cosx = (1+x—|—g—|—z'+(’)(x4)> . <1—I2+(’)(x4)>

Utfér multiplikationen. Alla termer med gradtal > 4 ’slukas’ av O(x?).

2 3 £C2 $3 21.3 3

x T 4 o _ 4y _ _r 4
e’ -cosx =1 2+(9(x)+a: 2+2+6 1+z 5 +0@E*)=1+z 3+O(x)



2 Berakna maclaurinutveckling for invers

Vi visar hur man gor detta genom att kika pa ett exempel.
Exempel: Visa att f(z) = ze® #r inverterbar och bestim MU for f~1(z), med restterm O(z7).

En funktion &r inverterbar om det till varje y-virde endast finns ett x-vérde. En kontinuerlig funktion som
for alla a-virden &r strangt vixande/avtagande ar inverterbar. Om vi deriverar f(z) fas

fl(x) = e +ae” 2w = " (1+22%) >0, for allaz € R

—_——
>0 >0

Eftersom f’(x) > 0 for alla reella x och f(x) ar kontinuerlig pa hela R sa betyder det att f(z) har en invers.
For denna typ av uppgift dr det ocksa viktigt att ha koll p& vad en udda/jamn funktion dr. En funktion g(x)
ar udda om det giller att g(—z) = —g(x). g(x) ar jaimn om det géller att g(—z) = g(x). Ett typiskt exempel
pa en udda funktion &r sinz och ett par typiska exempel pa en jaimn funktion &r z2 och cosz. I detta fall
noterar vi att f(x) ar en udda funktion ty

2

f(=2) = (~2)e"?" = —ze® = —f(2)

Om en funktion dr udda géller det att dess maclaurinutveckling endast innehéaller £ med udda exponenter.
For en udda funktion giller ocksa att f~!(z) dr udda. I och med att inversen #ir udda innehaller dess
maclaurinutveckling ocksa endast z med udda exponenter. Vi kan nu gora en ansats for hur inversen ser ut.

FH=) = 1z + c32® + c52° + O(z) (4)

Ta sen fram MU for f(z) pa valfritt sétt, forslagsvis genom att ta fram MU for e®” forst och sen multiplicera
den med x. Da far man

5

f(@) =z +a®+ 5 + 0"

Direfter sa utnyttjar man att f~1(f(z)) = x for att identifiera vad koefficienterna for x, 23 och x° ska vara
i den ansats som har gjorts i (4). Observera att det &r MU for f(z) som vi ska stoppa in i det nyss givna
sambandet.



Fe e+ + 54 OWT) = a1 f() + (@) + es(F(2))° + O”) =

f(=@)

5

5 5 3 5
1 (x + 2 + % + O(x7)) +c3 (33 +2® + % + O(m7)> +cs5 <x +2® + % + (9(907)> +0(2") =

G

ax+ ez + %xs +eszd + 3 3 +esx® + 07 =2

*

Trean som markerats med * kommer ifran att det finns tre olika sétt att fa ° pa da vi bersknar G. Ett
sitt dr att fran forsta parentesen ta x, fran andra x och fran tredje 23. Ett annat vore genom att ta x> fran
forsta, = fran andra och tredje. Sen kan man #ven vilja att ta 23 fran den andra parentesen och z fran de
ovriga.

Nésta steg ar att identifiera koefficienter i héger och vénster led s& darfor omorganiserar vi termerna.

z- ¢ +2®(c1+e3)+2”(e1/2+ 3c3+cs) + (’)(w7) =z (5)
=1 =0 -0

For att det ska finnas en chans att likhet géller i (5) maste foljande géilla

C1 == 1 C1 == 1
c1 + c3 = 0 & c3 = —1
01/2 + 3C3 + Cs — 0 Cs — 5/2

Alltsa giller det att maclaurinutvecklingen for f~1(x) dr
-1 3,95 7
fT@)=c—2 —1—530 +O(z")

3 Taylorutveckling

En taylorutveckling kan man i princip séga &r en generalisering av maclaurinutvecklingen. Tanken &r hér att
vi vill skriva om en funktion f(x) mha ett polynom kring nagot godtyckligt a-virde, x = a. Resonemanget
fér harledningen av formeln dr identiskt med det for maclaurinutvecklingen, med enda skillnaden att vi nu
ska utveckla funktionen kring = a. Man kan givetvis se en maclaurinutveckling som en taylorutveckling
dér a = 0.

"(a B (a
+ fz(' ) f 3'( )(ﬂf o a)3 + O((SU o a)4)
: : ~————

*

(x —a)® +



Notera vid * att det star O((x — a)?), det méaste det gora for att resttermen ska ga mot noll da x — a. Det
vore alltsa helt fel att skriva O(z*) dér.

2

Exempel: Berikna taylorutvecklingen av f(x) = e** av ordning 3 kring x = 2, med restterm péa ordo-form.

Vi borjar med att berdkna nodvéndiga derivator.

f/(l') _ 26217 f//(.T) _ 462r, fm(l‘) —_ 862m

Dérefter ar det bara stoppa in a = 2 i formeln for taylorutveckling och rdkna ut vad man far.
4
e* = e 4 2et(x — 2) + 2 (x — 2)? + 564(£U — 23+ O((x — 2)%)

4 Berakna gransvarden

D& vi berdknar gréansvéirden vill vi skriva resttermen pa ordo-form. Detta pa grund av att vi inte &r in-
tresserade av att veta hur stort felet &r da vi approximerar langt bort ifran z = 0 utan vi vill endast uttrycka
funktionen pa ett mer ldtthanterligt satt for « nédra 0. Vi forklarar den generella 16sningsgangen samtidigt
som vi tittar pa nagra exempel. Till tentan &r det nédvandigt att kunna alla maclaurinutvecklingar utan
till s& om du inte kinner dig séker pa alla dessa i dagslaget sa se till att lara dig dem s& snart som mojligt.
Att kunna dem "by heart" gor det dven lattare att se vad som ska utvecklas, och hur langt, d& gréansviarden
beréknas.

.. .. .. . T_1—
Exempel: Beridkna gransvirdet hr% = w% =
r—

Notera hir att vi har ett gransvirde da x — 0, det betyder att vi kan maclaurintveckla om vi sa &nskar.
Den som kan sina maclaurinutvecklingar ser ocksa att vi kommer behdva utveckla e” till A&tminstone ordning
2, eftersom —1 — = kommer ta ut den forsta delen av e* maclaurinutveckling, och man vill aldrig ha kvar
nagot som kommer sluta upp som O(1) efter férenkling. Sen brukar ett bra tips vara att utveckla tillrackligt
langt i taljaren sa att du atminstone har samma gradtal pa téljarpolynomet som ndmnarpolynomet. I detta
exempel har vi ett polynom av grad 2 i ndmnaren och med anledning av det kommer det riacka att utveckla
till ordning 2 i téljaren ocksa. Observera att man kan utveckla for kort, men du kan ej utveckla for langt.
Om man utvecklar for kort (och det far konsekvenser for resultatet) kan du se det som att du har gjort en for
grov approximation nédr du approximerar funktionen med maclaurinpolynomet. Vi avslutar detta exempel
med att redovisa de faktiska berdkningarna.

: : : . 1 1
AT T : =ty S =ty (5 o) =

ty O(z) - 0da z — 0.

cosz+In(l+z)—1—x

Exempel: Berikna gransviardet lim P g

z—0



Likt i de flesta exempel dar gransviardesberdkningar ska goras blir det betydligt ldttare att avgora hur langt
man ska utveckla om man kan sina standardutvecklingar. Malet ar att efter utveckling ha ett gradtal i tdljaren
som &r storre an eller lika med gradtalet p& polynomet i ndmnaren. For cosx har man en +1 i borjan och
denna kommer tas ut av —1 i téljaren. In (1 + x) borjar sin utveckling med ett & och detta kommer tas ut av
—x i tdljaren. I ndmnaren ser vi att vi maste utveckla e till atminstone ordning 2, fér annars far vi bara en
ordoterm kvar i ndmnaren, och det vill vi inte ha. Utifran det vi konstaterat ovan &ar det rimligt att testa att
utveckla till ordning 2 i bade téljare och ndmnare. Skulle det visa sig vara otillréckligt, dvs man far nagot
skumt resultat, d& dr det bara borja om och utveckla lite langre.

. cosz+In(l+z)—1-—z 1—%2—#(9(324)—&-36—12:—1—(’)(333)—1—33_, —z2+0(2)
lim = lim =lim —M~ =

z—0 et —1—=x z—0 1+x—|—w2—2—1—x z—0 2

lim -1+ O(z) = -1
z—0
ty, O(z) — 0 da — 0.

De exempel som hitintills har gatts igenom kan definitivt anses vara "enkla" men de illustrerar dem principer
man behover forsta for att senare kunna tackla svarare problem.

In(1+ 2z + 22?%) — 22

Exempel: Berikna gransvardet lim

=0 arctan(z3)
J
Skriv om J med hjilp av MU:
u? ol
In(1 4 2z + 22%) :/u:2x+2m2 (viktigt att lilrbuzo)/zln(l—l—u) =u— ?—I—?—I—O(u‘l) =
r—

1 1

= (22 + 22?) — 5(295 +22%)? + 3 (2x +22%)3 + O((2z + 22*)*) =
G =0(z4)
= 2z + 227 — }(4x2 +82% + dat) + 1( 22 )3 + O(z*) = 22 — 4% + sz +0(z) =
2 ~~ 3~ 3
4 3

=2z — % + O(2)

arctan(z”) = /t = 2° / = arctan(t) = t + O(t*) = 2° + O(2?)

Dérefter forenklar vi och berdknar gransvérdet

7o 2x — % +0(@z") -2z —% +0(z*)  23(—3+0()
N 23 4+ O(x?) 23+ 0@ 23(1+0(28)

-3+ 0(2)

_ 4 . )
= Trow) 3 %70ty O)och O@") »0daz—0

10



5 Avgora om det finns lokal extrempunkt

Ibland blir man ombedd att avgora om en funktion har en lokal extrempunkt fér nagot séarskilt z-vérde,
oftast © = 0 men 14t oss hélla det generellt si vi séger fér © = a. Dvs, det som ska undersokas ar om f(a) &r
storst eller minst i en omgivning till = a.

Exempel: Avgér om g(z) = In(1 + 2z + 22%) — 2z har en lokal extrempunkt i z = 0.

Tanken dr nu att vi ska géra en maclaurinutveckling av In-termen i g(z) och sedan utifran utseendet pa g(z)
avgora om funktionen har en lokal extrempunkt i z = 0. Fran exemplet ovan har vi

2 4a® 4
In(1 + 2z 4 2z ):235—?—1—0(:5)

Och det medfor att g(x) kan skrivas

43 43
g(a:)z?a:—§+(9(x4)—2x:—§+0(a:4)=3:3<

Notera nu att d& z — 0 s& gar A mot —4/3, dvs ett negativt tal. Om vi ddremot kikar pa den andra faktorn
i g(z) som dr 23 s& ser vi att den kommer ha olika tecken beroende pa om z nirmar sig 0 fran hoger eller
vinster. Om x nirmar sig noll fran vinster giller att 22 < 0 och om x nirmar sig 0 fran hoger giller att
3 > 0. Detta far konsekvenser for vilket viirde g(z) far. Lite mer konkret betyder det att for negativa
z-varden néra 0 s& kommer g(z) vara positiv (ty det blir "minus gnger minus") och for positiva a-viirden
ndra 0 kommer g(x) vara negativ. Dérmed s finns ingen lokal extrempunkt i z = 0. Nedan ser du grafen

till g(z).

4
8(x)

Ténk dig nu istéllet att vi har en annan snarlik funktion h(x).

h(z) = o* (—3 + om)

11



For h(xz) hade det géllt att funktionen har en lokal extrempunkt i 2 = 0 ty oavsett vilket a-vérde néra 0 vi
viljer sa far vi ett negativt viarde pa h(x). I z = 0 &dr funktionsvirdet 0 och dérmed har vi en maximipunkt
dér. En regel man kan komma ih&g &r att om exponenten for det x som &r utbrutet &r ett jamnt tal, d& finns
en lokal extrempunkt, annars inte.

6 Lagranges restterm

Nér resttermen skrivs pa Lagrange form ser man den oftast som

_ )
(1)

n+1

2", dar B dr nagot tal mellan 0 och z.

Observera att det &r véldigt viktigt att skriva ' mellan 0 och z’ och inte 0 < § < x da = kan vara ett
negativt tal. Lagrange restterm brukar upplevas som ratt knepig och jobbig att rdkna med men egentligen
ar det inte s knepigt. Typiskt sett &r uppgiften att ange ett approximerat numeriskt virde pa nagot som ar
svart (14s potentiellt omdjligt) att berdkna analytiskt, och felet i jimforelse med det sanna virdet méaste vara
mindre 4n nagot specificerat tal. Att gora sjilva approximationen ar enkelt och dr séllan det som stéller till
problem. Problemet &r oftast att verifiera att givet att en viss approximation gors s blir felet tillrackligt litet.

Vi har tidigare ndmnt att man genom att gora en MU av en funktion f(z) skriver om den enligt foljande

fl@)=" pl) +r)
~—
Approximation Fel

Exempel: Approximera /26 med ett fel < ﬁ.

Borja med att skriva om /26 pa ett sadant sétt som gor att en MU kan anvindas.

1
ﬁ:\/25+1:5,/1+%

——
G

Utifran hur G ser ut #r det rimligt att lata f(z) = I+ = (14 2)"/2. Vi ska med hjilp av MU for f(x)
uppskatta det numeriska véirdet péa /26.

2 (3)
f(x):1/1+x:(1+x)1/2: 1—&—{—& +f (ﬁ)x3 , 8 mellan 0 och x.

2 8 3!
—_—
approximation Fel

Kommentar: Vi maste komma ihag att i slutet multiplicera bade fel och approximation med 5.

Undersok forst om vi utvecklat tillrackligt langt for att felet ska bli tillrackligt litet for om detta inte ar
uppfyllt spelar det ingen roll vad approximationen blir, d& maste vi &nda géra om den. Derivera f tre
ganger:



1 -1 3

fl(z) = Wits f'(@) = a2 f () = St 2)2
" 3 o 1
f (ﬁ):W ,ﬁmellan()ochxdara::%

Vilj B i givet intervall s att felet blir sa stort som mdjligt. Detta for att om vi kan visa att det storsta mojliga
felet 4r mindre &n den specificerade grénsen, da kan vi vara sdkra pa att approximationen blir tillrackligt
bra. I det har fallet véljer vi § = 0 for att géra ndmnaren sé liten som mojligt.

3 3

f”,(/B) S W = g

Detta ger i sin tur felet:

1 5-2 71N\ 5 1 5 1
5- <8 ) =2 = < = OK!
7(25)— 3! (25) 16 253  16-12625 — 1000

Var approximation blir ddrmed:

1 1 1 5099
V26 =5-p|—=) =51 - =
p(%) ( 923 8.252) 1000

Kommentar: Observera att det inte hade fungerat bra att skriva om /26 = /1 + 25 = (1 4+ 25)%/2 och
sedan gora pa liknande sétt fast vi rdknar med x = 25 istéllet for x = 1/25 i slutet. Anledningen till det

. .. . . 2 .. .
kan ses i grafen nedan. Dér visas y = /1 +z och y = 1+ § — %, dér den senare funktionen motsvarar
maclaurinpolynomet vi approximerar med.
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Det som indikeras i grafen ovan dr att denna approximation endast ar bra d& |z| < 1. Senare i kursen visar
man att denna approximation ar bra for —1 < x < 1.

Exempel:

Bestam ett narmevirde for langden av kurvan y = Inx,5 < x < 10 sé att felet 4r mindre dn

1
1000
Formeln for att rdkna ut kurvldngden:

b
S:/\/1+y’(x)2dx

Vi far alltsa:

S = /\/de—/ \/7 (6)

V1 dar t=-1 v ;<1

Bestim resttermen pa Lagranges form utifran f(t) = (1 + t)'/2 och substituera sedan in t = 1/x2. Vi ser
att * = 5 motsvarar ¢ = 1/25 < 1 och « = 10 motsvarar ¢ = 1/100 < 1, s& maclaurinpolynomet kommer
troligtvis approximera val.

3

t F9B) 5 t _t sasr 1
V1 1+0Y2 =1 -z PB=14-— 80P S =) =
Fi=(1+1) 3 8+ 3! LR ST

1 1 1 1 1
:1+@7@+W.E , 5mellan00chp

Felet méaste vara < 155 och vi tittar dérfor pa (6) igen:

10 10

/ . B / 1 Ly 1 1\ 4o
2 - 8zt 16(1+ B)5/2 b e
5 5
10 10
1 1 1 1 1
= (1+212_W) dm+/(16(1+6)5/2x6) dz s ﬁmellanOochﬁ
5 5
approximation felet

Felet ar darmed:

r 1 E 1 17"
= )de</B=0/< —. | —dr=— |——1| =
/< 1+ﬁ5/2 x6> v</B=0/< /336 716 [ 5x5]
5 5
_1
16

1 _|_i _i 1 +i — 1 1 i <71 — OK!
5-10°  56) 16\ 56.25 ' 56 ) 7 16.56 32 1000 '



Approximationen ar siledes:
10
1 1 1 I 1 1 1 1
S~ | (1+—-——)dz=|o——4-—] =10——4-— 54— ——" =
/( g 8x4) ’ {I 2x+24a:3L 20 T 24000 10 24-125
5

I detta fall hade det rackt att géra en maclaurinutveckling av v/1 + t till ordning 1, men det &r svart att veta
pé forhand.
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7 Standardmaclaurinutvecklingar

Alla maclaurinutvecklingar nedan &r det viktigt att du kan som rinnande vatten. Det &r ocksé viktigt att
kdnna till for vilka z-virden som bra approximationer fas.

2 28 z"
e””:1+x+§+§+~-~+ﬁ+(9(x”+l),xGR
z? Lz 1
In(l+2)=0— "4+~ —-+(=1)" =4+ 0@"), -1<z<1
2 3 n
) 373 3?5 .272“_1
s =@ =gt gy GO g gy H 0T, v e R
2 gt 220
cosx =1-— o7 + m + (=" ) +0(2*"t?), x € R
3 5 2n—1
arctan;z::zf%+%f~~~+(71)”*1%+0(x2"+1), 1<z<1
n—
-1 -1...(a— 1
(1+x)“:1+ax+%x2+---+a(a ) '(a "t Do L oE), —l<a <t
! n!
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