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P& denna forelasning ska vi ta upp hur man
e Avgor om summor/integraler dr konvergenta
e Berdknar vissa typer av summor
e Loser diffekvationer med potensserieansats

e Kopplar potensserie och tillhérande konvergensradie till varandra

1 Geometrisk summa

I en geometrisk summa géller det att kvoten mellan tva pa varandra foljande tal alltid &r densamma. Om
man har n stycken tal i en geometrisk summa och a; &ar det forsta talet géller att summan av dessa ar

1—qg"
S aq 1—(] ()

Antag att |¢| < 1 och att n — oo, d& géller

a
§=—1 ,ty lim ¢™ = 0.
1—¢q n—00
o0
Exempel: Beriikna summan ) %
k=1

Vi noterar att detta dr en geometrisk summa med kvot ¢ = %, och forsta tal i serien a1 = % Darmed géller
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Exempel: Berikna 2 — /2 +1 — % +...

Aterigen noterar vi att detta #ir en geometrisk summa och vi far kvoten genom att dela ett tal i serien pa
2

dess foregaende. q = Z—f =% = f%. Det géller &ven att a; = 2. Vi skriver upp serien pa summaform.

2—\/§+1_\}§+...=i2.(_1>k 2 2v/2

k=0

2 Konvergens

2.1 Integralkriteriet

Sats: Om f &r en funktion sddan att f(x) > 0 och f(z) avtagande for = > 1 si géller



[ee) o0
e om [ f(x)dx &r konvergent si &r Y konvergent
1 k=1

e Motsvarande for divergent

Viktigt att kénna till ar att

o0

dz konvergent om « > 1
— ar .

e divergent om a <1
1

o0
Fran integralkriteriet foljer det darfor att k% ar konvergent for a > 1, och divergent for o < 1.
k=1

Vi har ocksa att

1

dx sr konvergent om « < 1
T divergent om « >1
0

2.2 Jamforelsesats 1

Vi visar har ett par exempel pa hur jamforelsesats 1 kan anvéindas for att visa om en summa eller integral &ar
konvergent.

0o
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1

Exempel: Avgér om ar konvergent.

Vi noterar att

o0

T od d
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1

2 + x2
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G J

Eftersom vi vet att J i (3) &r konvergent enligt regel ndmnd ovan, och G &r mindre &n J, s& maste det
folja att &ven G &ar konvergent. Anvinder man denna typ av resonemang bor man i slutet skriva ’féljer fran
jamforelsesats att G dr konvergent’.

o0
Exempel: Avgor om ) % ar konvergent.
k=1

Vi kan visa att denna summa faktiskt ar konvergent genom att skriva om den lite och hitta en annan summa
som den garanterat dr mindre &n och som dr konvergent.

oo o0 o0 o0
X 1.2k 1.2 3. -k 9
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k=1 k=1 k=1 D k=1
H G



Om vi skriver om summan likt i (4) ser vi att summan maéste vara mindre &n G (och G &r standardkonver-
gent) eftersom H < 1. Darmed géller enligt forsta jaimforelsesatsen att summan vi undersoker ar konvergent.

En vanlig fraga som ofta dyker upp nir det hir exemplet redovisas dr hur det hade blivit om man istéllet
[o ]

hade valt att ta G som Y %, hade vi da sagt att var summa blivit divergent da istéllet? Svaret &r nej och
k=1
detta pa grund av att var uppskattning inte ger oss nagot da den &r alldeles for grov. Att G, som &ar mycket

storre an den summan vi undersoker, dr divergent behover inte betyda att var summa &r divergent.

OBS! Forsta och andra jamforelsesatsen géller endast for positiva serier/integraler med integrand > 0.

2.3 Jamforelsesats 2

Jamforelsesats 2 for positiva serier:

o oo
Om > ay och > by &r serier sddana att ag,br > 0 och ap = b - ¢ for k=1,2,3,... dir 0 < klim cp < 00,
— 00

k=1 k=1
00

[ee]
s& galler att om > by dr konvergent sa &r dven . ay konvergent. Motsvarande géller for divergens.
k=1 k=1

Jamforelsesats 2 for integraler:

b b
Om [ f(z)dz och [ g(x)dx &r generaliserade i a eller b (eller bigge punkterna), och om f(z),g(z) > 0, och

f(x) = g(x) - h(z) for a < & < b, dir h(x) har ett indligt grinsvirde A > 0 dd x — b~ respektive x — a™ si
géller:

b b
e Om [ g(z)dz ar konvergent s& ér [ f(x)dz konvergent

a

e Motsvarande for divergens

Nyckeln hér &ar att forsta att om vi har en generaliserad integral sa ska vi férsoka skriva om integranden som
en produkt mellan tva funktioner dér vi sdkerligen vet att motsvarande integral for den ena ar konvergent
(eller divergent) och grinsvirdet néar x gar mot den generaliserade punkten for den andra funktionen &r
andligt. Da kan vi dra slutsatser om huruvida den ursprungliga integralen dr konvergent eller divergent,
enligt andra jamforelsesatsen. Vi kikar pé ett exempel sa framgar principen férhoppningsvis tydligt.

x+1
342

o0
Exempel: Avgor om [ dx ar konvergent.

1
Vi borjar med att notera att integralen &ar generaliserad i odndligheten och om vi ska géra nagot med andra
jamforelsesatsen sa ar det ett gransviarde da x gar mot odndligheten vi ska undersoka. I integranden ser du
att det ar olika gradtal i tédljare och ndmnare och typiskt sett &r det en bra idé att bryta ut det som dominerar
i respektive.



/x—i—l / 1 1+4+1/z (5)
a3 +2 2 1+2/:173
1 N—— 1 v

f(z) g(x) h(ac)

Vi har nu skrivit f(z) = g(x)h(z) och vi ser att

. 1+1/x
Jm k(@) = lm s =1>0

o0

Detta betyder att konvergens/divergens for [ f(z)dz helt och héllet avgors av [ g(z) dz = [ x—g dz. Efter-
1 1 1
som denna senare integral dr konvergent medfor det, tillsammans med det dndliga gransvirdet for h(z), att

| f(z)dz &r konvergent enligt andra jimforelsesatsen.
1

2k 41
3k+1

o0
Exempel: Avgor om summan Y ar konvergent.
k=2

Vi resonerar pa liknande sétt som i det foregaende exemplet.

i2k+1 i": 2\* 141/2¢
3F+1 3 1+41/3k
k=2~ — k=2 AN ,

ak b Ck

oo o0
Vi ser i att klim ¢k = 1 och eftersom > by &r konvergent foljer det enligt andra jamforelsesatsen att . ay
$— o0 k=2 k=2
ar konvergent.

arctan /T

o (a1 dx &r konvergent.

oo
Exempel: Avgor om integralen [
0

Vi ser att denna integral dr generaliserad i bade z = 0 och oéndligheten. Né&r vi ska avgora konvergens for
en sadan integral maste vi dela upp den i tva delar sa att det finns hogst en generaliserad punkt per integral.
Gor tex uppdelningen

oo 1 00
/ arctan 1/ dr — arctan 1/ da arctan \/x i
z(x +1) z(x +1) z(x+1)

0 1

J G

Vi studerar J och G separat och borjar med J. Skulle det visa sig att J &r divergent kan vi direkt sdga att
den ursprungliga integralen &r divergent, fér det krévs att bade J och G &r konvergenta for att ursprungliga
ska vara det.

1 arctanyz 1
N /) z+1

-
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k
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Dar det galler att

arctan/z 1

im0 r) o+

1= /Enligt std.grv./=1-1=1 (6)

1
Grénsvirdet i (6) dr dndligt och storre dn 0, dessutom géller att [ % dx ar konvergent. Av detta foljer det
0

enligt jamforelsesats 2 att J &dr konvergent.

Vi overgar till att studera G. Nu &r det istéllet nar x gar mot odndligheten som konvergens/divergens
for integralen kommer avgoras. Vi vet att lim arctan,/z = 7/2 och vi kommer kunna bryta ut z? fran
T—00

namnaren. Vi far

(o] o0
G / ar((‘,ta—ril_\l/f dp — % ' a;c:_alll/\/i I
x(x / x x
g92(z) ha(z)
dar det giller att lim ho(z) = f—_‘/_é = 7/2. Med motsvarande motivering enligt ovan foljer det att &ven G &r
T—r00

o0

konvergent. Slutligen, eftersom bade J och G &r konvergenta giller det att [ % dx ar konvergent.
0

Exempel: Avgor om Y. In(1 + 1/n?) ir konvergent.
N=1 \——

Qn

In(1+1/n3) 1 In(l141/n%)

= 1= =
i 1/n3 /n n3 1/n3
-~ ~—
b o

Hér har den allménna termen a,, skrivits om sé& att det finns ett standardgransvéirde inbakat i den,

In(1+ 3
lim ¢, = lim M
n— 00 n—o00 t3

=1.
o0 o0

Eftersom Y - ér konvergent och lim ¢, =1 &r Y In(1 + 1/n?) konvergent.
n=1 n—00 n=1

Alternativt: skriv om a, med hjilp av maclaurin-utveckling:

an = In(1+1/n®) = /for stora n/ = % + O(%) = % (1 + O(nlg)>
—_——

—1 da n—oo



2.4 Divergenstestet

Divergenstestet ar ett test som kan anvéndas for att sdga om en serie ar divergent. Observera, om divergen-
stestet inte visar att serien ar divergent kan du inte dra négra slutsatser alls. Det kan vara sa att serien ar
divergent trots att den klarar divergenstestet, eller sa ar serien konvergent- det gar helt enkelt inte att séga
nagot da pa forhand. Det man testar i divergenstestet &r om ap — 0 da k — oo.

[ee]
Exempel: Avgor om ) ek &r divergent.
k=1

Vi kan direkt sdga att summan ar divergent ty

lim '/ =0 =1 (7

k—o0

Det &r orimligt att denna summa ska kunna vara konvergent i och med att i "svansen" av summan sa adderar

vi massa ettor, och ddrmed kommer den garanterat att vixa mot odndligheten. Denna summa klarar alltsa
[ee]

inte divergenstestet och darfor kan vi direkt siga att den ar divergent. Tittar vi ddremot pa > % sa galler
k=1

det att den klarar divergenstestet ty 1/k — 0, d& k — oco. Denna serie &r kiind som den harmoniska serien

och den dr divergent.

2.5 Absolutkonvergens

Liknande for det som skrivs i satsen nedan géller for serier.

b b
Sats: Om [ f(z)dz &r en generaliserad integral, tex a = —oo eller b = oo, sa giller att om [ |f(z)| dz &r

b
konvergent, sa &r [ f(z) dz konvergent.
b

Exempel: Avgor om foljande integraler dr absolutkonvergenta, dvs om [ |f(z)| dz &r konvergent.

T 08 ; sz !
2) [ 5 de b) [ = d

Vi borjar med att kika pd a) och kan direkt siga att var integral &r mindre &n integralen for beloppet av
integranden. Dérefter vet vi att |cosz| < 1.

oo oo oo
cosT Ccos T 1
a) / - dmg/\x2|dx§/ﬁdx
1 1 1
N—_——
G H J

Eftersom J ér konvergent maste det folja att H ar konvergent och dédrmed &r G absolutkonvergent. Om en
integral dr absolutkonvergent sa &r den &ven konvergent.

Till att bérja med ser vi att integralen i b) #r generaliserad i z = 0. Sen kan vi anviinda att |cosz™!| < 1
och slutligen kan vi &ven utnyttja ett standardgréansvirde som finns for sinus da « — 0.



Vi ser att B ar konvergent enligt andra jimforelsesatsen (delvis pga standardgrinsvirdet da @ — 0 {or h(z))
och fran det foljer det att integralen vi underséker konvergens for dr absolutkonvergent.

Ett alternativt sétt att visa att B &r konvergent pa, utan att anvinda det nyss anvinda standardgriansvardet,
hade varit genom att maclaurinutveckla sinz. Efter det bryter man ut ldmplig faktor fran ndmnaren och
férsoker visa att integralen ar konvergent enligt andra jamforelsesatsen.

2.6 Leibniz-konvergenta serier

Obs! Detta géller endast for serier.

En serie Y aj kallas fér Leibniz-konvergent om foljande tre krav &r uppfyllda:
k=1

1. Serien &r alternerande, dvs varannan term &r positiv/negativ
2. |agt1] < lag| for k=1,2,3... (det &r sérskilt viktigt att det géller for stora k)
3. a, —0da k —

Exempel: Ar foljande serier Leibniz-konvergenta?

=
18
&%

Il
-

o0
a) Y (—1)%-sin g
k=1 k

For a)

1. Vinoterar att vi har faktorn (—1)* i den allm#inna termen samt att sin % alltid kommer anta ett positiv
virde for dessa k. Det senare pga att for heltal £ > 1 s& géller 0 < 1/k < 7, och for sddana argument
ar sinus alltid positivt. Darmed kommer serien alternera och forsta kriteriet for att serien ska vara
Leibniz-konvergent &r uppfyllt.

2. Sen har vi dessutom att 1/k — 0 d& k — oo och det gor att faktorn sin% minskar i varde ju storre k
blir. Darmed, studerar vi beloppet for den allménna termen mot k-virdet sa ar det avtagande. Kriterie

nummer 2 ar uppfyllt.

3. Avslutningsvis ser vi att ar — 0 d& kK — oo och det gor att alla tre kriterier for att serien ska vara
Leibniz-konvergent &r uppfyllda och vi avslutar med att skriva att serien &r konvergent enligt Leibniz.

Obs! Lat séga att en serie ar Leibniz-konvergent, d& ar det mycket viktigt att tydligt skriva ner att serien
uppfyller dessa tre villkor, glommer man nagot s& far man ingen poéng oftast.

For b)

1. Serien &r alternerande pga att (—2)* finns med i den allménna termen och k% > 0 for heltal k > 1.



2. Vi ser dock att kriterie 2 ej ar uppfyllt ty for k = 1,2,3,4,5 far vi |ax| = 1/2,1,9/8,1,25/32. Detta
beror pa att potensfunktionen i téljaren vixer snabbare &n exponentialfunktionen i ndmnaren fér sméa
k. Dock paverkas inte konvergens f6r serien av ett dndligt antal termer i bérjan av det sa vad vi kan
gora ar att dela upp summan i tva delar enligt f6ljande

oo k2 10 k‘2 00 k2
2o~ T A T

k=1 k=1 k=11

G J

Har har summan i b) delats upp sa att Leibniz-kriterie 2 sdkert dr uppfyllt for J. Det hade dock rdckt med
att "bryta" den foérsta summan vid k£ = 4, exakt val dr inte viktigt. G &r lika med nagot tal och vi kan nu
argumentera for att J ar Leibniz-konvergent, av detta foljer att den serien vi studerar &r konvergent.

o0
Om en serie S = Y ay dr Leibniz-konvergent géller det att
k=1

o0 n
1> ar =Y ak] < lanta] (8)
k=1 k=1

Resultatet i (8) &r intressant om man vill ha reda pa hur stor skillnad det dr pa den faktiska oéndliga serien
och en trunkerad dar man endast tagit med n n stycken termer.

2.7 Generaliserade integraler och partiell integration

Hitintills nér vi stott pa generaliserade integraler och haft som uppgift att avgéra om de &r konvergenta har
vi forsokt med att anvinda nagon av jamforelsesatserna eller undersdkt om integralen &r absolutkonvergent.
Det finns ett till trick som man kan anvdnda och det &r att gora en partiell integration av den integral som
ar given.

o0
Exempel: Avgor om 7}[ 2% dx dr konvergent.

Man kan bérja med att undersoka om integralen ar absolutkonvergent.

/|Cosx|dx§/|f\dx:/x>0/:/fdx
X X X
T T s

—_————
A B

Vi ser att B &r divergent men i och med att virdet pa den integralen &r storre &n véirdet pa A s& kan vi
inte sdga nagot om huruvida A ar divergent eller inte. Darmed kan vi inte siga om integralen i exemplet ar
absolutkonvergent eller inte.

Vi testar nu istéllet att kora partiell integration och deriverar funktionen 1/z for att vi innanfér integralen
istdllet ska fa x:et i ndmnaren i kvadrat istéllet. Det passar oss béttre om vi tdnker att vi ska hénvisa till
nagon standardintegral som vi sékert vet ar konvergent.



oo

1
cosz - — dz = /PL Hittar primitiv till f, deriverar g/

S~ T

x flz) =~
g(z)

_ sinz ] _/_sinxdx: lim sin b - sinm +/sinx dr—0—04C
T |, 2 booo b T 2
4 NI

C

Dvs, konvergensen fér var ursprunliga integral avgors av konvergensen for C. Det visar sig att C' ar abso-
lutkonvergent (och ddrmed konvergent) och dérfor dr den generaliserade integralen i exemplet alltsa konver-
gent.

Tips pa en utmanande gammal tentauppgift: 2016-03-23 (5b).

Avgér om [ (x1/2 + 271/2) cos 22 da &r konvergent.
0

3 Potensserier

En potensserie dr en serie med en variabel i sig. Det kan vara sa att for vissa virden pé variabeln ar serien
konvergent, medans for andra ar den divergent.

Exempel: Vi kan skriva alla geometriska summor med forsta term = 1 och oéndligt manga termer som

> at 9)
k=0

dér = ar kvoten f6r den geometriska summan. For att serien i (9) ska vara konvergent s krivs det att |x| < 1.
Dérfor sdger man att konvergensradien (R) for serien i (9) &r 1.

3.1 Konvergensradie

(o]
For att undersdka konvergensradien for en serie Y, aj kan man anvénda 2 olika kriterier.
k=0

1. Rot-kriteriet:
V|ag| = Q da k — oo

2. Kvot-kriteriet

|agt1]
|a|

- @Qdadk— 0

Viktigt! Om @ < 1 sé &r serien absolutkonvergent och konvergensradien for serien kan vi avlisa nér vi har
anvint nagot av kriterierna och sedan fatt en olikhet pa formen |z| < R. For |z] < R kan vi sékert séga att

10



serien ar konvergent (eftersom den for dessa x &r absolutkonvergent), men for de x som uppfyller |z| =R s&
maste en separat undersékning goras for varje fall. Om z antas vara reellt maste man underscka for z = R
samt x = —R.

(In k)2
4k (k—1)

Exempel: Fran tentan 2018-03-12 (4b). Bestdm alla reella  sddana att
k=3

22k konvergerar.

2
ap = %x% och efter en del omskrivningar och anvéndning av rotkriteriet for att bestdmma konvergen-

sradien far vi

o2/ R
¢ _|(Ink)?| |22k| = @ .y (In k) = @ . 7(111/{)2% = @ . eln<<(llcf1)>1/’“)
4Rk —1)] 4 k-1 4 (h-1)UF 4
J
H
_ 2P mcanmsmme-ney 2P 2 ann— ey
1
2 i 2 2
=%~621(1 I %%-602%7&%]{:%00
G —
3

Ovan ser du J och den delen av utrdkningen har markerats for att det ar viktigt att darifran motivera vad
det uttrycket gar mot d& kK — oo. For att ta reda péa detta borjar vi med att skriva om J enligt H och
direfter utnyttjar vi att H = e™ . Slutligen, efter mycket anvindning av de olika logaritmlagarna, kommer
vi fram till G och da kan vi berékna grinsvirdet eftersom vi vet att en potensfunktion véxer snabbare &n en
logaritmfunktion. I det sista steget kan man hénvisa till hastighetstabell men det &r inte nodvindigt.

Om @ < 1 giller det att serien ar absolutkonvergent, om ) > 1 &r serien divergent och da Q = 1 kan inget
sagas.

|z[?

Fran (10) kan vi avldsa konvergensradien, R=2. Om uppgiften hade varit att endast bestdmma konvergensra-
dien for serien hade vi stannat dér, men nu ska vi avgora for vilka reella z-virden som serien ar konvergent.
Vi kan direkt séiga att den &r konvergent for —2 < x < 2 men gransfallen x = £2 maste undersokas separat.

For z = 2 far vi summan

(k)2 o = (Ink)? . s (Ink)? | N1
P T D DT LD DY e VD DEy

k=3 k=3

D &r divergent och da maéaste det gélla att den serien som fas for £ = 2 &r divergent, eftersom den &r
storre. Vid uppskattningen anvéindes att for heltal k£ > 3 sa géller att Ink > 1 och k& > k— 1. For z = -2
blir det péa exakt samma sétt som for = 2 sa darfor géller det att potensserien ar konvergent for —2 < z < 2.

Ett par kommentarer gillande rot- och kvot-kriteriet:

11



1. Det &r ofta smidigt att anvinda kvot-kriteriet d& fakulteter ar inblandade.
2. Om @ = 0 innebér det att potensserien dr absolutkonvergent (och didrmed konvergent) for alla x och

da ar R = oo.

o0
Exempel: Bestdm konvergensradien for > %’:
k=0

Med kvot-kriteriet fas

||t 2|
&) |x .
‘%k —k+1—>0,dak—>oo.

Dvs, oavsett vilket z-viarde du stoppar in i serien sa kommer summan alltid att vara konvergent.

o0
Viktigt: Om du har en funktion y(z) = Y ﬁ?k@j)x?k s& dr det okej att derivera och integrera denna
k=1

funktion termvis endast om vi studerar x som ligger innanfér konvergensradien. Detta kommer anvindas
bland annat om man ska berdkna en summa eller om man ska 16sa en diffekvation med en potensserieansats.

3.2 Beriakna summa

Vanligtvis blir man ombedd att avgora huruvida en serie ar konvergent eller inte men ibland kan det efterfragas
exakt vad serien ar lika med. Man gor inte alltid pa samma sétt, men ofta ska man gora liknande enligt det
som gors nedan i exemplet.

LA

o0
Exempel: Berdkna summan ) 5.
k=1

Den summa som &r given kan vi se som en funktion och en potensserie pa formen

g(x) = kat (11)
k=1

Med x = 1/2 instoppad. For att berékna g(1/2) utgar vi ifrdn en potensserie som &ar en geometrisk summa
dér kvoten x till beloppet dr mindre &n 1. Denna summa har vi en formel for att berdkna och den motiveras
under avsnittet "Geometrisk summa".

f(gc):Zack:L lz] <1 (12)

1—2’

Sen ska vi forsoka uttrycka g(x) i derivator och/eller primitiver av f(x), eventuellt multiplicerade med z eller
nagot liknande dessutom. Vi vet vad f(x) ar lika med och motsvarande operationer som gors pa f(z) for att
fa till g(z) méaste goras pa hogerledet i (12).

12



For att "fa ner" k sa tar vi och deriverar f(z). Nér vi deriverar ryker konstant-termen si om vi 6nskar kan
vi nu indexera summan fran £ = 1. Paminner ocksd om att termvis derivering av denna funktion endast &ar
tillatet om vi antar att x ligger innanfér konvergensradien, som i detta fall ar 1.

N s B A U N
Fo =Ykt = L () = (13

Multiplicera sedan (13) med z.

Kommentar: Ibland kan man behdva derivera eller integrera flera ganger for att fa den funktion som &r
intressant for berdkning av en summa. Ett tips ar att kika pa uppgift 10.23 i boken- den &r bral

3.3 Losa diffekvation med potensserieansats

Fram tills nu har ett antal olika metoder for att 16sa diffekvationer tagits upp. Har kommer ytterligare en
och tanken &r att man ansétter att losningen till diffekvationen kan skrivas som en serie

oo
y(z) = chk =co+ 1@ + cx® + 3z’ + .. (14)
k=0

——
A

Vi visar med ett exempel hur I6sningsgangen G6verlag brukar se ut.
Exempel: Los (1 — 2?)y” — 22y’ + 2y =0, y(0) =4/ (0) = 1

Typiskt sett ndr man ska 16sa en diffekvation med potensserieansats finns det i VL derivator av y som
eventuellt dr multiplicerade med konstanter eller z av nagot slag. I hogerledet brukar det finnas nagot
polynom. Till en bérjan kan man misstdnka att denna diffekvation ska l6sas som en Eulerekvation men pga
att vi inte fatt att « antingen ska vara storre dn eller mindre dn 0 sa utesluter det den mdjligheten, eftersom
vi d& inte kan gora variabelbytet ¢t = Inx eller ¢t = In (—z).

Vi borjar med att ansétta att 16sningen till denna diffekvation dr pa formen specificerad i (14). Sen antar vi
att = vi endast studerar x som ligger innanfoér konvergensradien, da &r det okej att derivera var ansats.

y(x) =) kepah! (15)
k=0

T
B
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M

y" () E(k —Depa® 2 = /k=0,1ger 0/ = Z k(k — 1)cra® =2 = /Justerar index for summan/
k=2

>
Il
=)

c

(k +2)(k + 1)cppoz”

M

b
Il
<)

D

Nu &r det rimligt att fraga sig varfor vi har hallit pa och trixat med indexen i summan fér andraderivatan.
Det vi slutligen vill komma till &r en likhet som ser ut nagot i stil med det féljande

(oo}

Z(Négot uttryck i koefficienterna ¢_ ) - ¥ = Ett polynom som ér givet i HL i uppgiften (16)
k=0

Tanken #r sen att identifiera koefficienter fér % i (16) (k = 0,1,2,3,...) och hiirleda ett rekursivt samband
mellan koefficienterna. Sa lejonparten av uppgiften gar ut pa att hitta vad tex cgo dr uttryckt i koefficienterna
Ck,Cht1. FOr att vi ska kunna skriva diffekvationen pd den form som &r specificerad i (16) ar det dock
nodvindigt att uttrycka andraderivatan pa olika sitt.

(1—a®)y" =22y +2y= o' —2*- o 2. y 42 y =0 (17)
~—~ ~—~ ~—~ ~—
Stoppa in D Stoppa in C Stoppa in B Stoppa in A

Om vi nu tar och skriver (17) med alla summor instoppade fés

Z(k+2)(k+ )ck+2x —z Zk’ —1Ck$ —2kackgck 1+2chx
k=0 k=0

D ((k+2)(k + D)cpyn — k(k — D)cg — 2k + 23) - 2¥ =

k=0

D ((k+2)(k+ Dcxya — (k+2)(k — 1ex) - 2¥ =0
k=0

Studera nu koefficienten fér z* i viinsterledet

oo

D ((k+2)(k + 1ersa — (k+2)(k — 1ex) - 2* =0 (18)
k=0

=0

For att VL i (18) ska vara lika med 0 (HL) oavsett a-virde inom konvergensradien maste det gélla att
koefficienten for alla 2%,k = 0,1,2,... & 0. Detta ger oss foljande ekvation

(k+2)(k+1)cpro — (k+2)(k — 1)eg =0 (19)
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Efter lite omflyttningar i (19) far vi det rekursiva samband vi soker.

k—1

Ck+2 = mck

Det &r nu dags att utnyttja de bivillkor som gavs. Vi vet att

(oo}
y(a:):Z:cO—Fclx—FchQ—i—...
k=0
y'(z) =c1 +2com+ ...

Och med bivillkoren y(0) = y'(0) = 1 fas
y0)=1=¢ =1
y(0)=1=c¢ =1

Dérefter bestdmmer vi nagra efterfoljande koefficienter och letar efter ett monster. Vi borjar med att studera
jamna k. For k = 0 fas

0-1
= -1)-1=-1
2 0+ 100 (-1)
For k = 2 fas
2-1 1 1
=2 e =(=1)=—=
=572 =3l=73
For k = 4 fas
_4-1 3 1y 1
a1 75 U3) 775
Hér kan vi nu borja ana ett monster. Det verkar som att ¢, = —ﬁ. Vi Gvergar till att studera udda k. For
k=1 fas
1-1
= = 0
C3 111 C1
Pga att ¢z = 0 foljer det att cs,c7,cg, ... = 0. Nér vi nu vet hur alla koefficienter berdknas kan vi skriva upp

y(z).
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o)
4 6 IQk

x x

=l4z—a?—"F —— — =14z— 21

y(z) +z—x 3 3 +x ;2k—1 (21)
E

Til det svar som ges i (21) bor man dven skriva skriva till vad konvergensradien for serien (E) &r. I detta
fall fas med tex rot-kriteriet att R = 1. Notera ocksa att nér vi i (21) Gvergar till att skriva 1osningen
pa summaform sa skriver vi tva termer utanfor pga att de inte foljer monstret, och sen skriver vi innanfor
summan 2k istéllet for & pga att vi vill hoppa 6ver  med udda exponent.

Nagot som kan férvirra en ndr man precis introducerats till 16sning av diffekvationer med potensserieansats
ar hur man gér om det star nagot annat &n 0 i HL. Antag nu att vi har féljande scenario. Vi har nagon
diffekvation med bivillkor y(0) = 1,%/(0) = 0. Vi gdr en potensserieansats och efter lite rikning kommer vi
fram till

oo

D ((k+2)(k+ epyn —cr) - a¥ =2 (22)
k=0

Utifran bivillkoren fas att ¢ = 1,¢; = 0. Nu har vi dock att koefficienten for « i (22) &r lika med 1 och da

kan vi inte lingre siga att koefficienten for 2* #r 0 for k = 0,1,2,... utan det giller endast for alla k # 1.
Det har ger oss ett ekvationssystem i ett par koefficienter.

202 — Co = 0 (kZO) N 62:1/2
663 - C1 = 1 = 63:1/6

Nér vi sen har ¢y och ¢3 anvénder vi dessa pa liknande sétt som vi gjorde i det foregaende exemplet for att
bestdmma alla 6vriga koefficienter i potensserien.
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