Armin Halilovic: EXTRA OVNINGAR Homogena linjara differential ekvationer

HOMOGENA LINJARA DIFFERENTIALEKVATIONER
MED KONSTANTA KOEFFICIENTER

Linjar differentialekvation (DE) med konstanta koefficienter ar en ekvation av foljande typ
Y +a,, Yy e,y ey +ay = f(X) D)

dar koefficienter a_ ,,...,a,, a,, @, ar konstanter.

Om f(x) =0 kallas ekvationen homogen, annarsicke-homogen (eller inhomogen).

Den almannalésningen till ekvation (1) ar

Y(3) = Yr(X) +Yp(X)

(= den almannaldsningen till den homogena ekv (2)+ en partikul&rlésning till (1) ).

1. En homogen linjar differentialekvation med konstanta koefficienter &r en ekvation av
foljande typ

y"+a y" +.+ay +ay +ay=0 @)
dar koefficienter a_,,...,a,, a,, a, ar konstanter.

Den almannalosningen till en homogen DE & linjéar kombination av n
oberoende partikulérlésningar (som vi kallar baslGsningar)

Yy =CY;, +CY, +...+CY,.

Vi soker linjart oberoende partikul &rlsningar pa formen

y — ef)( .
Substitutionen i (2) och férkortning med €™ ger
rM+a, " +..+ar’+ar+a,=0. ©)

Ekvationen (3) kallas den kar akteristiska ekvationen.
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1. 1 HOMOGENA LINJARA DIFFERENTIALEKVATIONER
AV ANDRA ORDNINGEN

MED KONSTANTA KOEFFICIENTER

linjara DE med konstanta koefficienter av andra ordningen
Differentialekvationen

y'+ay+ay=0 (4)

har den karakteristiska ekvationen

r’+ar+a,=0 (5)

(Vi antar nedan, for enkelhets skull, att koefficienter a,, a, ar reellatal)

a) Om r, och r, & enklaredlardtter (dvsr, #r,) da &

yl — erlx och y2 — er2X
tva bas 6sningar till ekvationen (4).
Den allmannaldsningen &r

=GY,+CY, = Cle "+ C2

b) Om r, & endubbel rot (dvsr, =r,) daar
Y, =€ och Y, = XE™* tva basidsningar till ekvationen (4)

=C Y, +C,Y, =Ce" +c,xe""

c) Om r, och r, & tvdkomplexardtter, r, =a+bi, r,=a—bi daar

y, = €7 cosbX och Y, = €™ sinbx

tva bas 6sningar till ekvationen (4).
Den allmannaldsningen &r

=C Y, +C,Y, = C,e™ cosbx+c,e™sinbx

Exempsel 1.

Los foljande DE med avseende pa y(x)

y' -5y +6y=0.

Ldsning:

Den karakteristiska ekvationen
r’—~5r+6=0

har tvareellaolikarétter r, =2 och r, =3 .

2
Daforar Y, =€

2X 3X
=CGY1 tG6Y, =€ +CE
den almannalosningen till ekvationen.

3
och Y, = € tvabaslésningar och

2 3
svar: Yy =CE€7 +C,e”
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Uppgift 1.
Losfoljande DE med avseende pa y(X) .

a) y'-10y'+16y=0 b) y -y -12y=0
c) y+6y +5y=0 d y+y-6y=0

e y+3y'=0 f) y’—-6y'=0
g) 2y"+3y'=0 h) 3y’-6y" =0
i) y'-4y=0 j) y'=-5y=0
Svar:
9 Yu =CGETHGE" b Y, =ceT+ce
9 Yu =CE+C,e” 6 Yu =CE 7 +Ce”
9 Yy =C +Ce™ f Yy =C +C,e>
-3
9 Yu =G+ Czezx h Yy =C+ Czezx
) Yu=CeHce” )y, =ce T e’
Exempel 2.

Bestdm den |6sning till differential ekvationen
y'—7y"+12y =0

som uppfyller begynnelsevillkoren

y(0)=0 och y'(0)=1.

L 6sning:

Den karakteristiska ekvationen blir
r’—7r+12=0.

Den har tvareella, olikarétter r, =3 ochr, =4 .

3 4
Darforar Y, =€ * och Y, =€ “tva basldsningar och

yH — CleSX + C2e4x
den almannalosningen till ekvationen.
Om vi utnyttjar villkoret y(0) = Ofér vi
C,+C,=0 *)
For att anvanda villkoret y’(0) =1maste vi forst derivera l16sningen

_ 3X 4x
Yu =C€” +Ce7

Vi far
y,, =3c,e™ +4c,e™
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Villkoret y’(0) =1 ger nu

1= 3C1 + 4C2 (**)

Frén (*) fér vi C, = —C, som vi substituerar i (**) och far
1=-3c, +4c, =

1=c,.
Eftersom C, =-C, farvi C,=-1
Den sokta lésningen blir darmed

y — _e3x + e4x |
Svar y:_eSX+e4x

Uppgift 2a. Los foljande begynnel sevardesproblem.

a) y-8y'+12y=0 , y(0)=3 och y'(0)=14

b) y'—4y=0 , y(0)=4 och y(0)=0

svar g Y= €1 +26™ ) y=2e"+2e

Uppgift 2b. L6s foljande randvardesproblem.

a) y-5y'+6y=0 , y(0)=2 och y(1) =€’ +¢€°
a) y-3y'=0 , y(0)=3 och y(2)=2+¢€°

svar: a) y262x_|_e?>x b y:2+e3x

Exempsel 3.
L6s DE med avseende pa y(X)

y' -4y’ +4y=0.

L 6sning:
Den karakteristiska ekvationen
r2—4r+4=0

har tvaredllalikarotter r, =2 och r, =2 (r, =2 &r en dubbel rot) .
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2 2
Harav fér vi tvd baslésningar Y; = € * och Y, =X€E * och darfor &

2 2
Yy =G Y tCY,=CE ” +C,XeE

den almannalésningen till ekvationen.

X

svar: Yy =CEe™ +c,xe

Uppgift 3a.
Losfoljande DE med avseende pa y(x)

a) y-2y+y=0 b) y+2y'+y=0
C) Y+4y' +4y=0 d) y"-10y'+ 25y =0
e) 4y"-4y’+y=0 f) 9y"+6y' +y=0

Svar:
s Yy =CE€ +C,xe" ) Yy =CE€ +C,Xe~
o Yy =CEFHCXE* 4 Y, =Ce” +c,xe™
1 1 -1 -1
2" 2" 3 3
o Yy =CE% +C,xe n Yy =Ce3 +c,xe

Uppgift 3b. Los foljande begynnel sevardesproblem

y’—6y’ +9y=0 , y(0)=2 och y'(0)=7.
Svar: y=2e* + xe*

Exempsel 4.
L6s DE med avseende pa y(X)

y'-y+y=0.

L 6sning:
Den karakteristiska ekvationen
r’—r+1=0

har tvd komplexarotter r, == +i

I\).‘&

N

Hérav far vi tva bas 6sningar

1, J3 Lo 3
y, = €2 cos(? X) och Yo =€° sm(? X)

och déarfor ar
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1, \/g 1
Yo =C Y, +CY, = C1e2 cos(

—X
2
den almannalésningen till ekvationen.
1 1
X 3 ox . A3
Svar: Yn = C€° COS(% X) + C,€2 SHK%X)

Uppgift 4a)
Losfoljande DE med avseende pa y(x)

a) y-2y'+10y=0 b) y'+2y +5y=0
c) Yy -4y +13y=0 d)y"+4y’+5y=0

e y+4y=0 f) 2y"+10y=0
g) 2y"+5y=0 h) 4y"+y=0
Svar:

a) Yy = e cos(3X) + c,e*sin(3x)

b) Yy =CE€ “C0s(2X) + C,e " Sin(2x)
0 Yy = Ce7cos(3x) + c,e7* sin(3x)
d) Yy = CE *cos(X) + c,e > sin(X)
e Y, = C,C0oS(2x) + C,Sin(2x)

fy Yy =C cos(+/5x) + C,s n(~/5x)

5 ., |5
9 Yu= clcos(\/;x) + czsm(\/;x)
1 1
hy Yo = ClCOS(E X) +C,S n(i X)

Uppgift 4b) L6s foljande begynnel sevardesproblem

y"+9y=0 , y(0)=1 och y’(0)=6.
Svar: y=2sin3x+ cos3x
Uppgift 3c) Los foljande randvérdesproblem

y’+4y=0 , y(0)=1 och y(%):l.

Svar: y=sin2x+ cos2x

V3

)+c,e? s n(? X)
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1. 2HOMOGENA LINJARA DIFFERENTIALEKVATIONER
AV FORSTA ORDNINGEN
MED KONSTANTA KOEFFICIENTER

Exempsel 5.
L6s DE med avseende pa y(x)

y' +6y=0.

L 6sning:

Den karakteristiska ekvationen
r+6=0

harenrot r, =—6.

_6
Detta ger en baslésning Y; =€ X

Harav

Yo =C Y1 = Cle_GX

ar den allmannaldsningen till ekvationen.

—6X
svar: Yy =G€
Uppgift 5.
Losfoljande DE med avseende pa y(x)

a) y+8y=0 b) y-5y=0
c) 2y'+5y=0 d) 3y’-5y=0
€ y' =3y )y =-4y
Svar:
3 Yy =Ce" b) Vi =CeE”
Sy Sy
) Yy =Ce€°? d) Yu =Ce€’
e Yu = Clesx f) Yu = Cle_4x
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1. 3HOMOGENA LINJARA DIFFERENTIALEKVATIONER
AV HOGRE ORDNINGEN
MED KONSTANTA KOEFFICIENTER

y" +a,,y "+ +a,y +ay +a,y=0 @)
Den almannalésningen till en homogen DE &r linjar kombination av n
oberoende partikul&rlésningar (som vi kan kalla baslGsningar)

Yo =Gy tGY, +...+CY,.

Vi soker linjart oberoende partikul&rlsningar pa formen

y=¢e".
Substitutionen i (2) och férkortning med €™ ger
rM+a " +..+ar’+ar+a,=0. ©)

Ekvationen (3) kallas den kar akteristiska ekvationen.
For enkelhets skull betraktar vi ekvationer med reella koefficienter a, .

Om r, & enreell rot till ekvation (3) med multiplicitet v, daar
X

y].:ek ) yzzxerkxa"wak :X erkx
tillhdrande basldsningar.

v, -1

Om ekvationen (3) har tvakomplexarétter a+bi , med multiplicitet v, da ar

y, = €™ cosbx |y, = xe™ cosbx .y, =X""€™cosbx

och
Y., =€¥sinbx y, ., =xe™dnbx vy, =X"'e*sinbx
tillhorande basl Gsningar.

Exempel 6.
L6s DE med avseende pa y(x)

y(5) _ 3y(4) =0.

L 6sning:

Den karakteristiska ekvationen
r°—3r*=0

kan faktoriseras:

r‘r-3=0 =
r-rrr-(r-3=0=
Mo354=0,;=3.

Roten r = 0 har multiplicitet 4.
Tillhérande basl 6sningar ar

y1 — e0-x ’ y2 — Xeo-x’ y3 — X2e0~x ’ y4 — X3eO-x .
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Eftersom €” =1, dettager
) U3
y1:1, Y.=X¥Y;=X"Y,=X

Fran r, = 3 far vi en till basl6sning
3X
Ys=€".
Den almannalésningen ér
Yh =Gy +GY, .+ G
=C, +C,X" + X% ++C,X° + c,e™.
Svar: y,, =¢, +C,X" +¢x° ++¢,x° + ¢ ,e™

Uppgift 6.
Losfoljande DE med avseende pa y(x)

a) y¥ +5y"=0 b) y"-2y"+y =0
c) yW —5y"+6y"=0 d) y“* —4y”"+13y"=0

Svar:
a) Y, =C +C,X +cx° +c,e™ b) y, =c +C,e" +C,xe"
0) Yy, =C, +C, X +ce” +c,e” d) y, =c, +C,x" +c,e”sin3x + c,e”* cos3x

WRONSKIS DETERMINANT

Som sagt ovan, den allménna ldsningen till en homogen DE

y"+a,,y" Y+ gy ay +a,y=0 2

ar linjar kombination av n oberoende partikul@rlésningar (som vi kallar basl 6sningar)
Yo =CGY, T GY, +...+CY,.

Ett sétt att kontrolleraom [6sningar till (2) v,,Y,,..., Y, & oberoende &r att berdkna Wronskis
determinant:

y1 y2 yn
wel Y Y W
yoy oy y{Y

Losningar till (2) v,,Y,,..., Y, & oberoende om och endast om Wronskis deter minant ar
skild fran O:
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Uppgift 7.
Visaatt I6sningarna Y, =€ ochy, = €™ till y"—5y’ +6y=0 & oberoende.
Ldsning:

2X 3X
e . )
Wronskis determinant W = et 3 =e”#0= v,, y, & oberoende.
e

Uppgift 8.
Visaatt Iosningarna y, =sinx ochy, =cosx till y"+y=0 & oberoende.
L 6sning:

Wronskis determinant W = =-1#20= vy, y, & oberoende

COSX —9n

sinx cosxXJ

Uppgift 9.
Bestam om I6sningarna Y, =5 ochy, =3e” till y"—5y +6y=0 & beroendeeller
oberoende.

L 6sning:

2X 2X

Wronskis determinant Wz‘ =0= vy, v, & beroende.

l%ZX GeZX
Uppgift 10.

Bestam om I6sningarna Y, = €” ochy, = €™ och Y, =1till y"—-5y’+6y =0 & beroende
eller oberoende.

Svar: Oberoende eftersom W =€ #0.
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