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1 Introduktion

I den hir CC-foreldsningen dr malet att ta upp dem vanligaste typerna av diffekvationer som man kan stéta
pa i kursen och illustrera varfér man léser dem som man gor. Mycket vikt kommer ldggas vid att forsoka
lara oss kdnna igen vilken typ av diffekvation som &r given.

I denna foreldsning kommer vi berdra
e Integrerande faktor
e Separabla diffekvationer
e Homogen- och partikulérlosning for linjar diffekvation
e Losning av linjira diffekvationer med e*®, sin kz eller cos kz 1 hogerledet
e Forskjutningsregeln
e Integralekvationer
e Homogena diffekvationer

e FEulerekvationer

2 Integrerande faktor

En diffekvation som &dr pa formen

y'(x) + g(@)y(x) = h(x) (1)

16ses ofta med hjilp av det som kallas for integrerande faktor.

Idé: Skriv om vénsterledet sa att det &r derivatan av produkt med y(z) och en annan funktion som faktorer.
Sétt G(x) = en primitiv till g(x).

e%(®) kallas den "integrerande faktorn". Multiplicera (1) med den integrerande faktorn.
Yy (@) + D g(a)y(e) = “n(a) (2)

Vinsterledet 1 (2) kan nu skrivas som

VL = % (y(z)eG(I))

Integrera med avseende pa x.
y(x)ef® = /h(x)eG("’”)dx

Lés sedan ut y(x) och du far

[ h(z)ef@d
y(.’L’) = oG(@)



Exempel: Los diffekvationen

/ yle) _ 1
- —=——,2>0 3
Y- = 3)
Vi noterar att diffekvationen &r pé formen som gor att den kan 1osas med integrerande faktor. g(z) = —%
och en primitiv till denna funktion dr G(z) = —Inx. Vi far att den integrerande faktorn blir

IF = 6G(x) — eflnz _ l

xT

Mulitplicerar (3) med IF och far

y'im)iyg) _x(g;l_;_l)@y(x)'al:_/x(;ij—l)_/PBU/_/<»’11541‘1>dx

=

y(m)lnx|lnx+1|+0¢>y(ac):c(ln
x

T
x+1‘+0>

Med ett begynnelsevillkor skulle exakt en 16sningskurva kunna bestdmmas.

3 Separabla diffekvationer

En diffekvation som kan skrivas enligt (4) kallas separabel.

o) 3 = h(a) (@)

Integrera m.a.p. z.

[ow-Edo= [ gty = [ nix)as

Du behover inte ligga till tva obestdmda konstanter da du rdknar ut integralerna. Du kan se det som att du
har flyttat 6ver den ena konstanten till andra ledet och att den da &r inbakad i andra konstanten. Los sedan

ut y(z).
Exempel: (sid 388)

zy =y’ +1,2>0,y(1)=1 (5)

Forsoker skriva (5) s& att ekvationen dr pa formen specificerad i (4).
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arctany =Injz|+ C, (z > 0) =y =tan(lnz + C) (6)

y(1) = 1 ger arctan1 = % —lnl+CeC= %
Alltsa géller,

y(z) = tan (11135 + %)

Funktionen blir definierad for e 1° < z < e. Detta for att —% < arctany < 7 och det ger i (6) att Inz + 7
maste befinna sig i samma intervall, vilket ger givna granser for x.

4 Linjara diffekvationer

4.1 Homogena losningar till linjir diffekvation

Man far den homogena lésningen till en linjar diffekvation med konstanta koefficienter genom att hitta de
y(x) for vilka du far 0 som resultat.

y' =3y +2y=u

ar en diffekvation vars homogen l6sning y;, ges av 16sningarna till (7).

y' =3y +2y=0. (7)

For att fa fram den homogena losningen, 16s den karakteristiska ekvationen, P(r) = 0. P(r) kallas for det
karakteristiska polynomet och P &r en funktion.

r=2
Pr)=1"-3r+2=0& (r-2)(r—1)=0&{ eller
r=1

Den homogena lsningen kommer i detta fall kunna skrivas enligt (8), dir r1 och ro &r 13sningarna till den
karakteristiska ekvationen.

yn = A" 4 Be™* (8)



OBS! r1 och ro hade i detta fall algebraisk multiplicitet 1 och dirmed kommer det endast bli en obestdmd
konstant som del av koefficienten fér e och e"2*.

Nedan foljer ndgra exempel pa hur det kan bli. Algebraisk multiplicitet forkortas am.

En diffekvation har foljande karakteristiska ekvation:

r= (am = 3)
(-2 -2+ =0e{ T=1  @m=2

Den homogena 16sningen till diffekvationen blir

yn = (A2® + Bx + 0)e*® + (Dz + E)e® + Fe™®

Lagg marke till de olika gradtalen hos polynomen som blir koefficienter for exponentialfunktionerna och koppla
dessa gradtal till den alegebraiska multipliciteten for respektive 16sning till den karakteristiska ekvationen.

Har har vi en annan karakteristisk ekvation.

r=1
(r=i(r+i)=0« eller =
r=—1

yn = Ae® 4+ Be " = /M = coskx + i - sinkx/
= A(cosz + isinz) + B(cos(—x) + isin(—zx))
= Acosx + Bcos(—z) + i(Asinz + Bsin(—z))
=cosx (A+ B)+sinzi(A— B) =Ccosz + Dsinz,C,D € C
— —_—

c D
Om man skriver om den homogena losningen enligt ovan skriver man den pa reell form. Fas komplexa

l6sningar till den karakteristiska ekvationen &r det helt okej att pa en gang skriva upp den homogena l6sningen
pa reell form.

Ett sista exempel...

r=2+4+3
(r—2-3i)(r—2+3i) =0« eller = yp = e**(Acos 3z + Bsin3x)
r=2-3



4.2 Partikulirlésning

Den allménna 16sningen till en linjér diffekvation med konstanta koefficienter kan skrivas pa formen y, =
Yn + Yp, dér y, ar partikuldrlosningen, dvs en speciell 16sning.

Beroende pa hur hogerledet ser ut i diffekvationen gors olika ansatser. Vi syftar pa HL som det led som inte
innehaller y, vy etc.

Ett tips ar att alltid borja med att bestdmma den homogena losningen till diffekvationen sa att den inte
gloms bort.

4.2.1 HL innehaller ett polynom

Exempel: y"’ + 6y + 9y = 22 + 3
Borja med att bestdmma den homogena l6sningen.

Vi soker sen en speciell funktion som uppfyller diffekvationen ovan och eftersom det endast &r konstanta
koefficienter i ekvationen, en mix av olika derivator av y samt ett HL som innehéaller ett polynom sa &r det
rimligt att ansétta

yp = nagot polynom. I detta fall ser vi att polynomet i hogerledet &r av grad tva och vi har med y oderiverad
i VL, darmed racker det att ansatta den partikuléra 16sningen som ett andragradspolynom. Hade den lagsta
derivatan vi haft med i VL varit ¥ hade vi hojt gradtalet pa det polynom vi ansétter y, som med ett.

yp = Az’ + Bz + C 9)

Bestam alla derivator som finns i VL utgaendes fran din ansats.

y, = 24z + B (10)
=y (11)

Stoppa in (9), (10) och (11) i VL och identifiera diirefter koefficienter. Koefficienten framfor tex z? maste
vara samma i VL som i HL for att det ska kunna vara samma polynom, osv.

24+ 6(24z+ B) +9(Az* + Bx +C)=2> +3 &
2% (94) +x - (12A+9B) + (2A+ 6B + 9C) = 2* + 3
1 0 3

Koefficient-identifikation ger:

94 -1 A = 1/9
124 + 9B - 0 &{ B = -4/27
24 + 6B + 9C - 3 c = 11)27



Trana sjalv

Gor ansats for Exempel pa ansats

Loy =2 +y=4 i y=0C

ii. y”’ —3y =22+ 32 ii. y,=Az®+ Baz? + Czx
ii. " +y =2z iil. y, = Az

Observera! Du kan aldrig gora en for stor ansats, men du kan gora en for liten. Om du gor en for stor ansats
kommer du fa att en del koefficienter blir 0 men du kommer fortfarande fram till ratt svar.

4.2.2 HL innehaller ¢+~
Exempel:
y// + 2y/ — 8y = 5 (12)
Borjar med att ta fram den homogena losningen genom att 16sa den karakteristiska ekvationen.
r=—4

Pry=r*+2r—8=(r+4)(r—-2)=0< eller =
r=2

yp = Ce ™ + De** O, D € R.

Darefter aterstar att bestdmma en partikularlosning y,. Da hogerledet innehaller ek (dsr k kan vara antingen

reellt eller komplext) &r ett standardtrick att ansétta y, = zek® dir z(r) dr nagon funktion. I detta fall far
: 5x

vi yp = ze°".

I funktionen P(r) = (r +4)(r — 2), som ger oss det karakteristiska polynomet, kan vi stoppa in en deriver-
ingsoperator D istéllet for r» och det gor att vi kan skriva om diffekvationen pa ett bekvimt sétt som sedan
ocksa tillater att vi anvinder oss av forskjutningsregeln.

P(D)y, = (D+4)(D —2)y, = Jy, = 2e""/ = (D+4)(D —2)z " =¢" =

(D +4+5)(D—-2+5)z=¢e" &

(D49)(D +3)z = (D* +12D +27)z = 2" + 122/ + 272 = 1
Nu har vi istéllet en diffekvation i z(z) och i hégerledet finns ett polynom, si da kan vi fa fram en partikulér-

16sning genom att gora en lamplig polynomansats. Ansétter z = C' =

1 1
2 = 1 = —_— = —_—
7C & C 5 = z(x) o



Slutligen ges den allménna l6sningen av (13).

5x

Yo = Yn +yp = Ce 4 + De** + 627 ,C,DeR. (13)
4.2.3 HL innehaller sinusfunktion
Exempel:

y" — 2y +y=-sin2z (14)

Den homogena losningen till (14) bestdms som vanligt och vi fokuserar nu pa hur vi far fram en partikuldr-
16sning till (14). I denna kurs gas tva olika sétt igenom varav det ena alltid funkar (men brukar upplevas
som lite jobbigare) och det andra funkar ibland. Vi borjar med att kika p& det som endast funkar ibland.

1) Trigonometrisk ansats

Om vi har en linjér diffekvation med konstanta koefficienter och en sinus- eller cosinusfunktion (med argument
kx) i hogerledet sa &r det rimligt att anta att partikuldrlésningen kommer vara pa formen y, = Asinkx +
Bcos kx. Detta pga att om man deriverar en sinus-funktion sa far man en cosinus-funktion, och omvént. En
rimlig partikuldrlosning-ansats till (14) ses i (15).

yp = Asin 2z + B cos 2z (15)

Gor sedan liknande som da det var ett polynom i hogerledet. Det ska sluta med att vi gér en koeflicientiden-
tifikation och l6ser ett ekvationssystem for att bestamma A och B.

Yy, = 2A cos 2z — 2B sin 2z (16)
y, = —4Asin 2z — 4B cos 2z (17)

Inséttning av (15), (16) och (17) i (14) ger oss tva ekvationer fér A och B i och med att koefficienterna
framfor sin 22 och cos 2z maste vara demsamma i vinster och hoger led for att y, ska vara en l6sning till
diffekvationen.

— 4Asin 2z — 4B cos2x — 2(2A cos 2z — 2B sin 2x) + Asin 2z + B cos 2z
=sin 2z (—3A + 4B) 4 cos2x (—4A —3B) = 1-sin2z =
—— ——

=1 =0
84 4+ 4B -~ 1 [ A = -3/25
—4A - 3B = 0 B =  4/25
in 2 + - cos?2
= ——sin — COS
yp 255 X 25COS X



Sen &r dock fragan, nir funkar det inte att gora pa det har séttet?

Exempel:

y" + 9y = cos 3x (18)

For att bestdmma den homogena 16sningen borjar vi med att 16sa den karakteristiska ekvationen.

r=3i
P 4+9=0s (r—3i)(r+3i)=0< < eller =
r=-—3t
yn = Asin 3z + B cos 3z (19)

Om vi utifran att titta pa hur VL i (18) ser ut s& hade vi nér vi sokt en partikulérlosning forsékt med
trigansatsen y, = Asin3x + B cos 3z, men vi ser nu att den ansatsen &r exakt densamma som den homogena
16sningen. Darmed &ar det omdjligt att det ar en partikuldrlosning. Sa alltsa, om du utifran diffekvationens
utseende skulle gora samma ansats som du far som homogen l6sning (nér den &r skriven pa reell form) da
behover du gora pa det andra séttet, som alltid funkar i dessa sammanhang.

2) Losa diffekvation med komplex exponentialfunktion i HL

Vi har tidigare gatt igenom hur man l6ser en diffekvation med e¥* i hogerledet och i det exemplet som da
16stes var k ett reellt tal. Det ar dock inte nodvéindigt utan k kan lika gérna vara komplext och man gor
fortfarande pa samma sétt. Ett samband vi kommer utnyttja for att hitta en partikuldrlosning till (18) &r
(20).

e*® = cos kx + isin kx (20)
Sirskilt giller att sin kz = Im(e?**) och cos kz = Re(e'*?)

Med anledning av detta studerar vi nu istéllet en diffekvation med liknande vénsterled som (18) men med en
komplex exponentialfunktion i HL. Sen 16ser vi denna diffekvation p4 samma sitt som vi hade 16st (12) men
nér vi ar klara tar vi sen real- eller imaginérdelen av 16sningen beroende pa vad det var vi hade i hogerledet
fran borjan. I (18) har vi en cosinus och diarmed tar vi realdelen av partikuldrlosningen vi far fram till (21),
for att fa& en partikulérlsning till (18).

u! + 9y = eSix (21)
Gor ansatsen u = ze3®. Fran tidigare vet vi att P(r) = (r — 3i)(r + 3i).
P(D)Up = (D — 37,)(D =+ 32)“[) = /up — ZeBi:z:/ _

(D—3i)(D+3)Z€3iw:€3iw<:>
¥ (D — 3i +3i)(D + 3i + 3i)z = ¢** & D(D + 6i)z = 1 &



2 +6i2 =1 (22)

Vi har nu reducerat problemet till att finna en partikulérlésning till en linjar diffekvation med konstanta
koefficienter. Sitt t.ex. z, = Cz. z, = C och det ger i (22)

1 1 1T
6iC=1eC=—=—"=z=—"=
‘ G 6 "6
u, = _%63”3 = —%(cos 3x + isin 3x)

= —% cos 3 + %sin3x

Vi har att y, = Re(u,) = ¢ sin3z. Slutligen géller,

Yo =Yn + yp = Asin3x 4+ Bcos3z + %sin?ux

4.3 Superpositionsprincipen

D& man l6ser linjara diffekvationer och har ett HL bestdende av flera termer kan man soka partikuldrlos-
ning for varje term separat och sedan lagga ihop dessa, och den sammanlagda partikuldrlésningen kommer
garanterat att vara en partikuldrlosning till den ursprungliga diffekvationen. Denna egenskap kallas for
superpositionsprincipen.

Exempel:

Y2y —8y=e" —1 (23)

(23) har flera termer i HL s& vi véljer att soka partiklarlosning for VL lika med en term i taget.

y" + 2y — 8y = e>* (24)

y' +2y —8y=—1 (25)

Yp, = 625—; ar en partikuldrlosning till (24).

Ypy = é ar en partikuldrlosning till (25).

5z

Dérmed giller att en partikularlosning till (23) &r y, = yp, +yp, = S5 + %

10



4.4 Hogre ordningens diffekvationer

Exempel:

y® 4 y® = 2?2246 (26)

Denna linjéra diffekvation med polynom i hogerledet 16ses pa liknande sétt som om du haft tex hogst an-
draderivatan i vansterledet. For att fa fram en partikularlésning s& gor du en polynomansats. Det som kan
bli lite knepigare ar att 16sa den karakteristiska ekvationen. I detta fall blir den

r4+r3—r2—r:r(7"3+7"2*7”*1):0 (27)

For att 16sa tredje- och fjardegradsekvationer har vi inget allmént tillvigagingssitt sa for att 16sa (27)
behover en rot gissas och sedan far man kéra polynomdivision for att fullstindigt faktorisera polynomet.
Dérefter kan rotterna till ekvationen avlisas, samt vad respektive rot har for algebraisk multiplicitet.

5 Integralekvationer

Exempel:

y(@) + /z Qf fi? dt =2z — 5 (28)

Det géller att faa f(x)dx = 0 och det innebér i detta fall att det finns ett gémt bivillkor i ekvationen. Stoppa
in x =1 for att fa fram det.

1
2t - y(t
1

Derivera sedan (28) mha analysens huvudsats.

DR (29)

Vi ser nu att vi har en diffekvation pa formen y'(z) + g(z)y(x) = h(z) och dirmed kan den 16sas med

integrerande faktor. g(z) = 7% och en primitiv till g(z) &r G(z) = —In|1 + 2| = —In(1 + 2?)
>0

Den integrerande faktorn, IF, blir ddrmed

1
14 22

IF = eG’(m) —e In(1422) _

Multiplicera (29) med IF och 16s sedan som vanligt.

11



!
V) ey 2
1+22 (14222 1422

y(x) = (1 + 2?)(2arctanz + O)

Med y(1) = —3 fas sedan C = 7%%

6 Homogen diffekvation

En diffekvation pa formen y'(x) = f(£) kallas homogen och den kan &verforas till en separabel diffekvation

via funktionsbytet z(z) = %
Exempel:
%y = 3zy — 292 (30)

Vi antar att « # 0 och kan d& skriva (30) som

2
Y Y

Med funktionsbytet z(z) = @ kan hoger led i (31) skrivas

HL = 3z — 222

Vi maste dock uttrycka y'(z) i z och z.

(31) kan nu skrivas

Yoxtzr=32-22e2 1 =22-22=22(1-2)= /Antar att 2 #0, 1/ =

1 dz 1
= 2
22(1—2) dez =z (32)

12



Observera att diffekvationen i (32) endast &r separabel om z # 0,1, de dvriga fallen méste testas separat.
z = 1 motsvarar y = x och z = 0 motsvarar y = 0. Detta test gor vi dock sist. Integrera nu (32) med
avseende pa x.

dz dx 1 2z
/2,2(1—2) /az 211‘1_2‘ nfel + / n0/ =n|Cql
2
< 1In . & ’:ln|C’2x2|
Med E = C? fas att
2z 9 2z 9 . .
In T =In|Ez*| & T = +FEx* < /Tecken pa konstant spelar ej roll, B=+FE/ <
Ba? Ba?
_p.2 2 _ _ —
2z = Bx* — Bz z@z-mé/y—z-x/:xg(x)—m

Att skriva om konstanten D som en In-term &r ett trick som underléttar berdkningarna. Det funkar eftersom
In:s virdeméngd &r | — oo, 0ol.
Vi testar sen om z =0 (y = 0) och z =1 (y = x) &r losningar till (30). For y = 0 far vi

VL=2?-0=0

HL=3z-0-2-02=0

VL = HL {6r y = 0 och déarmed &r det en 16sning till (30). (Denna losning kan dock anses vara trivial och
det #r inte sikert att den skrivs ut )

For y = z far vi
VL =2%.1=2?
HL =3z -2 —2 2% =22
VL = HL, dvs, dven y = z &r en 16sning till (30).
Bz®

Svar: y(z) = 37 g7 eller y(z) = z.

13



7 Eulerekvationer

Diffekvationer pa formen z"y™ 4 ¢,_12" 'y~ D + ... 4 coy = f(z) kan formas om till en diffekvation med
konstanta koefficienter genom att inféra en ny variabel. Antag att x > 0. Sétt ¢ = Inz och y(x) = z(¢t(z)).
Nér man sen uttrycker y:s derivator i z(t) och z framkommer ett samband som vi har mycket anvindning
av vid 16sning av sana hér diffekvationer. Om vi istdllet hade haft villkoret < 0 hade vi skapat variabeln
t =In(—x).

Exempel:

2%y (z) — 22y (z) + 2y(x) = 22%, 2> 0 (33)

Det hér ar en diffekvation som vid en forsta anblick kan verka lockande att forsdka 16sa genom att gbra en
potensserieansats, men pga att man har villkoret z > 0 hintar det om att vi snarare ska approacha denna
som en Eulerekvation.

Vi sitter t = Inz och y(z) = z(Inx), x > 0. Vi har att
t(x)

2

Nér vi deriverar y(z) = z(t(x)) méaste vi anvinda kedjeregeln eftersom t(x) &r en inre funktion. Observeral
Ibland skriver jag z(t) och ibland z(¢(z)). Dem betyder exakt samma sak men jag véljer det andra skrivsédttet
om jag vill betona att ¢ &r en funktion av x, sd att inga inre derivator gléms bort.

3= (2 (1)

L0 SO OO sy

Vi kan nu skriva om (33) uttryckt i z(t). Det dr viktigt att vi ocksd uttrycker alla eventuella = som kvartstér

it sa att vi helt byter variabel for diffekvationen. ¢t = lnz < = = €'.

?y"(x) —2xy (x) +2y(z) =2 2”

—— —— Y
2 (t)—2'(t) 2/ (t) 2(t) €

Alltsé, var ekvation i t blir

2 (t) — 32/ (t) + 22(t) = 2% (34)

14



(34) ar en diffekvation som vi vl kinner till hur vi 16ser. Borja med att bestdimma den homogena 16sningen
och finn sen en partikularlosning enligt hur vi l6ser (12). Loser man (34) pa vanligt sitt far man

Yo = Za = Zh + 2p = Ce? + Det + 2te? = J/t=Inz/
= Cxz? + Dz + 2 In 22

15



