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1. Bagelementet finner vi enligt

ds = /1 +y/(x)2de = \/1+ (—2zsin(2?))2dx = \/1 + 422 sin®(22) da.

y = 2+ cos

(a) Kurvlingden for y = cos(z?) +2 da 0 < z < 1 blir

1 1
L= / ds(z) = / \/1 + 422 sin?(22) da.
0 0

(b) Avstandet fran bagelementet ds(z) till rotationsaxeln y = —1 ges av 1 + cos(z?) + 2.
Saledes blir rotationsarean

21 /01(3 + cos(2?)) ds = 27 /01(3 + cos(xZ))\/l + 422 sin®(22) du.

(c) Avstandet fran bagelementet ds(x) till rotationsaxeln = = 2 ges av 2 — z, sa rota-
tionsarean blir

1 1
27r/ (2—1x)ds = 27r/ (2 — a:)\/l + 422 sin®(22) du.
0 0

Svar: Se ovan.



2. (a) Standardutvecklingarna

2t 6
t=1—— O(t
cos 2+4‘+ (t°)

och
3

sinu =u — % + O(u®)

visar att, med u = 2z och t = sinu,

3

f(z) = 2? cos <2x—4%+0( ))+2—x2

=2? (1 21 (2:U - —+ O(:v5)> + % (2z + O([ES))4 + O((O(:B))G)> +2 — 22

=22 (1 I (4932 _ 1627 + O(a:G)) + i (162" + O(2%)) + O(xﬁ)) +2 — 22

102* :
:x2(1—2 2+ 0; + O( 6)>+2—w
1 6
2—2x4+%+0(:€8)

(b) Eftersom
f@)=2-22"+ 0% =2—12" (24 O(z?))

sa ser vi att for x niira 0 sa giller att f(z) < 2 = f(0) om z # 0 eftersom z* > 0
sd 2! (24 0(2%)) > 0 for z # 0 (smé z). Saledes har f(z) ett lokalt maximum
da x =0.

(c) Eftersom

/ f(6)(0) 6 7
f(2) :f(0)+f(0):v+---+Tx +O(z")
sa foljer det av entydigheten for Maclaurinutvecklingar att
©) 1 10 - 6!
/ 6'<0) = 30 = f90) = % =20 - 5! = 2400.

Svar: (a) 2 — 2z* + 31—0 + O(z?) (b) Ett lokalt maximum. (c) f©0) = 2400.

3. Vi borjar med att bestdmma konvergensradien R for serien. Eftersom
1/k | |4

4

(— 1)k gtk
4k\/1 4 3k
sa &r serien enligt rotkriteriet absolutkonvergent da
|z

4

1/(2k) @ — - In(143k) @ 2
—(1+3k)” 1" = da k — oo,

<1 & |z|<V2

och divergent om |x| > V2. Kvar att undersoka ar punkterna x = +/2:

f) FEVDE S (-1

—~ 4k\/1+3 “—~ \1+3k
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Eftersom termernas belopp i denna serie avtar mot noll, dvs 1/4/1 + 3(k + 1) < 1/V1 + 3k
och 1/4/1+ 3k — 0, samt att serien &r alternerande, foljer det att serien &r konvergent
enligt Leibniz kriterium.

Omz =1 ar

I e G VN S S G
f(1>_kz;4k\/1+3k 4f Z4k 1+3 8 Z \/1+3k'

Saledes foljer det att

-1 s 2 e

eftersom serien dr alternerande och termernas belopp avtar monotont mot noll. Vi utnyttjar
i olikheten markerad med * att vi arbetar med en serie konvergent enligt Leibniz kriterium.
Da 16 - /7 > 16 - 2 > 30 sa foljer det att

Svar: —v2 <z< V2.

. Ekvationen ar separabel da

/

x
yvVar—1=2y® < ¥ _

Y3 2 —1

sa lange y # 0. Vidare maste x? > 1 < |z| > 1. Vi antar déirfor att y # 0 och att |z| > 1
och integrerar bada sidor:

— =V 1+C.

Vi ritar en figur for att fa en bild 6ver hur villkoren kommer att paverka. De rédmarkerade
streckade linjerna markerar de naturliga avgrédnsningarna i uppgiften.

Y

W5 = -1/2
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T
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(a) Om y(v/5) = —1/2 sa maste

1

—m: (\/5)2—1+C:2+C & O =—4.

Vi soker ddrmed y sa att
—1 1 1
2 & y==£

2 = == Y
Y CH+Va2—1 4—va2-1 S o/ — 1
vilket gar bra om 8 — 2v/22 — 1 > 0. Vi vet att y(v/5) = —1/2, sa vi maste vilja den

negativa 16sningen. Dessutom &r v/5 > 1, sa z > 1 #r ocksa nodvindigt. Vidare ser

vi att
8—2vV22—-1>0 & 4>+vz?2-1

sa eftersom x > 1 sa maste vi dven kriva att x < /17. Den eftersoka 16sningen ar

saledes )
Y= — , 1<z < VIT.
8 —2vVz2 —1

i soker en losning sa att y(— = 0. Da konstanten y = 0 loser ekvationen
b) Vi sok 16sning s att y(—v/5) = 0. D& konstant 0 loser ekvati
om |z| > 1 (vi ser detta genom att direkt verifiera att y = 0 uppfyller ekvationen) sa
ges den eftersokta 16sningen av

y=0, x<-1
1
Svar: (a) y = — <2< VIT (b)) y=02<—1.
8 —2va? -1

. Integralen &r endast generaliserad i co. Detta foljer av att integranden &r kontinuerlig

for x > 0 och att
In(1+ x)sin ( -=
lim <f> =0,

en0t (1 +22)13

sa det finns inget problem i x = 0. For att fokusera pa problemet niar x — oo sa delar vi
upp integralen i tva delar:

/oo In(1 + ) sin (\/%) o /1 In(1 + x) sin (%5) dm—l—/oo In(1 + ) sin <\/L5> dr. (1)

(14 22)1/3 (14 22)1/3 (14 22)1/3

Den forsta integralen &r konvergent enligt ovan (integranden &r Riemannintegrabel pa [0, 1]).
Vi visar att den andra integralen i (1) &r konvergent genom att uppmérksamma att
integranden &r positiv (for z > 1) och att

In(1 4 z) sin (%) (1 +a) (ﬁ +0 (ﬁ)) C(lto) 1+0(Y
(1—1—952)1/3 - x2/3(x—2—|—1)1/3 T p2/3,1/2 (x—2+1)1/3'
N———’

—1 déol T—00.

Enligt jamforelsesatsen pa gransvirdesform géller nu att

oo In(1 4 z) sin (%) © (1
/1 (1+ 22)! /3f dx &r konvergent < /1 % dx &r konvergent.
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Vi visar att den sista integralen ar konvergent. Integranden &r positiv och genom parti-
alintegration finner vi att

“In(l+z) ~1/6 o0 > 1

1]

ty 7/6 > 1 (kdnd jamforelsefunktion). Alltsa kommer &ven den andra integralen i hogerledet
av (1) att vara konvergent.

Eftersom bada integralerna i hogerledet av (1) &r konvergenta sa maste #ven integralen i
vénsterledet vara konvergent.

Svar: Konvergent.

Alternativt. Man kan istéllet for att partialintegrera anvinda standardgrinsvérdet
mz 5 0 for alla o > 0 d& & — oo. Vi kan da skriva

T

In(l+2) W(z(1+2)) hme+hh(l1+1) 1 1
276 pl4/12 - L1712 13/13 < REVIT

~
—0 da z—o0

om x ar tillrdckligt stort. Da % > 1 &r den aktuella integralen konvergent av samma skl
som ovan.

. Vi noterar att ekvationen &r linjar och av ordning n. Det karakteristiska polynomet blir

p(r):r”—(’f)ar"—1+(g)a2r"—2—(g)a3r"‘3+---+(—1)"(z>a”.

Vi kénner igen monstret och kan via binomialsatsen, dvs

(a+b)" = i ( L ) a" Yk,

k=0

uttrycka detta polynom enligt

p(r) = zn: ( . >r"—’f(—a)’f =(r—a)", n=1,2,3,...

k=0
Polynomet har saledes en rot i » = @ med multiplicitet n.

Med y = e**z ger sedan forskjutningsregeln att ekvationen kan skrivas som
P(D)y = (D —a)"(e*2) = (D —a+ )"z = D"z = o D'z =7

Den homogena ekvationen D"z = 0 har 16sningen z, = ¢(z) dér ¢(z) ar ett polynom av
grad n — 1 eller ligre. Aterstar att hitta en partikulirlosning Vi far tva fall

1. a# B:

1
Integration av e(#~

(6 —a)

a)x

n ganger ger z, = eP=7 yilket i sin tur ger

y=e"(zn+ 2) = q(r)e" + =Z——e



2. a=0:

Integration av e®~* =1 n ganger ger = vilket i sin tur ger
n

n

g = e (o4 2) = (q<:c> T m)

Svar: B
e X
Yy .1') = (ot iz + 02.1'2 4+ 4+ cnilxnfl e +

(x) = ( ) e

om « # [ och
2 n—1 1 n ox

y(x): co+c1x +cx” + -+ 1T +ﬁx e

om a = f3.

Alternativt: Det gar givetvis dven bra att direkt skriva upp de homogena losningarna
yh(f) = (CO +cixr + 021-2 4+ Cn_123n_1) e

enligt vilkdnd sats och sedan ansitta y,(r) = 2(z)e’*. Enligt férskjutningsregeln finner vi
att
p(D)y, = p(D)(2e™) = e p(D + )z = (D — a + )"z,

sa
P =p(D)(ze") & 1=(D—-a+p)z

Vi far nu tva fall. Om « # [ sa later vi z = A vara en konstant. Da ser vi att

I=(D-a+ffA=(F-afd & A=

Om a = (8 sa blir
1=D"z =2,

sa z = a"/nl.



