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1. B̊agelementet finner vi enligt

ds =
√

1 + y′(x)2 dx =
√

1 + (−2x sin(x2))2 dx =
√

1 + 4x2 sin2(x2) dx.

1x

1

x

y

C

ds
y = 2 + cosx2

1 + y(x)

2− x

(a) Kurvlängden för y = cos(x2) + 2 d̊a 0 ≤ x ≤ 1 blir

L =

∫ 1

0

ds(x) =

∫ 1

0

√
1 + 4x2 sin2(x2) dx.

(b) Avst̊andet fr̊an b̊agelementet ds(x) till rotationsaxeln y = −1 ges av 1 + cos(x2) + 2.
S̊aledes blir rotationsarean

2π

∫ 1

0

(3 + cos(x2)) ds = 2π

∫ 1

0

(3 + cos(x2))
√

1 + 4x2 sin2(x2) dx.

(c) Avst̊andet fr̊an b̊agelementet ds(x) till rotationsaxeln x = 2 ges av 2− x, s̊a rota-
tionsarean blir

2π

∫ 1

0

(2− x) ds = 2π

∫ 1

0

(2− x)
√

1 + 4x2 sin2(x2) dx.

Svar: Se ovan.
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2. (a) Standardutvecklingarna

cos t = 1− t2

2
+
t4

4!
+O(t6)

och

sinu = u− u3

6
+O(u5)

visar att, med u = 2x och t = sinu,

f(x) = x2 cos

(
2x− 4x3

3
+O(x5)

)
+ 2− x2

= x2

(
1− 1

2

(
2x− 4x3

3
+O(x5)

)2

+
1

4!

(
2x+O(x3)

)4
+O((O(x))6)

)
+ 2− x2

= x2

(
1− 1

2

(
4x2 − 16x4

3
+O(x6)

)
+

1

24

(
16x4 +O(x6)

)
+O(x6)

)
+ 2− x2

= x2

(
1− 2x2 +

10x4

3
+O(x6)

)
+ 2− x2

= 2− 2x4 +
10x6

3
+O(x8).

(b) Eftersom
f(x) = 2− 2x4 +O(x6) = 2− x4

(
2 +O(x2)

)
s̊a ser vi att för x nära 0 s̊a gäller att f(x) < 2 = f(0) om x 6= 0 eftersom x4 > 0
s̊a x4

(
2 +O(x2)

)
> 0 för x 6= 0 (små x). S̊aledes har f(x) ett lokalt maximum

d̊a x = 0.

(c) Eftersom

f(x) = f(0) + f ′(0)x+ · · ·+ f (6)(0)

6!
x6 +O(x7)

s̊a följer det av entydigheten för Maclaurinutvecklingar att

f (6)(0)

6!
=

10

3
⇔ f (6)(0) =

10 · 6!

3
= 20 · 5! = 2400.

Svar: (a) 2− 2x4 +
3x6

10
+O(x8) (b) Ett lokalt maximum. (c) f (6)(0) = 2400.

3. Vi börjar med att bestämma konvergensradien R för serien. Eftersom∣∣∣∣ (−1)kx4k

4k
√

1 + 3k

∣∣∣∣1/k =
|x|4

4
(1 + 3k)−1/(2k) =

|x|4

4
e−

1
2k

ln(1+3k) → |x|
4

4
, d̊a k →∞,

s̊a är serien enligt rotkriteriet absolutkonvergent d̊a

|x|4

4
< 1 ⇔ |x| <

√
2

och divergent om |x| >
√

2. Kvar att undersöka är punkterna x = ±
√

2:

∞∑
k=0

(−1)k(±
√

2)4k

4k
√

1 + 3k
=
∞∑
k=0

(−1)k√
1 + 3k

.
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Eftersom termernas belopp i denna serie avtar mot noll, dvs 1/
√

1 + 3(k + 1) < 1/
√

1 + 3k
och 1/

√
1 + 3k → 0, samt att serien är alternerande, följer det att serien är konvergent

enligt Leibniz kriterium.

Om x = 1 är

f(1) =
∞∑
k=0

(−1)k

4k
√

1 + 3k
= 1− 1

4
√

4
+
∞∑
k=2

(−1)k

4k
√

1 + 3k
=

7

8
+
∞∑
k=2

(−1)k

4k
√

1 + 3k
.

S̊aledes följer det att∣∣∣∣f(1)− 7

8

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞∑
k=2

(−1)k

4k
√

1 + 3k

∣∣∣∣∣ ∗≤
∣∣∣∣ (−1)2

42
√

1 + 3 · 2

∣∣∣∣ =
1

16
√

7

eftersom serien är alternerande och termernas belopp avtar monotont mot noll. Vi utnyttjar
i olikheten markerad med ∗ att vi arbetar med en serie konvergent enligt Leibniz kriterium.
D̊a 16 ·

√
7 > 16 · 2 > 30 s̊a följer det att∣∣∣∣f(1)− 7

8

∣∣∣∣ ≤ 1

30
.

Svar: −
√

2 ≤ x ≤
√

2.

4. Ekvationen är separabel d̊a

y′
√
x2 − 1 = xy3 ⇔ y′

y3
=

x√
x2 − 1

s̊a länge y 6= 0. Vidare m̊aste x2 > 1 ⇔ |x| > 1. Vi antar därför att y 6= 0 och att |x| > 1
och integrerar b̊ada sidor:

− 1

2y2
=
√
x2 − 1 + C.

Vi ritar en figur för att f̊a en bild över hur villkoren kommer att p̊averka. De rödmarkerade
streckade linjerna markerar de naturliga avgränsningarna i uppgiften.

x

y

y(−
√

5) = 0

y(
√

5) = −1/2
−1 1
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(a) Om y(
√

5) = −1/2 s̊a måste

− 1

2 · (−1/2)2
=

√
(
√

5)2 − 1 + C = 2 + C ⇔ C = −4.

Vi söker därmed y s̊a att

2y2 =
−1

C +
√
x2 − 1

=
1

4−
√
x2 − 1

⇔ y = ± 1√
8− 2

√
x2 − 1

,

vilket g̊ar bra om 8− 2
√
x2 − 1 > 0. Vi vet att y(

√
5) = −1/2, s̊a vi m̊aste välja den

negativa lösningen. Dessutom är
√

5 > 1, s̊a x > 1 är ocks̊a nödvändigt. Vidare ser
vi att

8− 2
√
x2 − 1 > 0 ⇔ 4 >

√
x2 − 1

s̊a eftersom x > 1 s̊a måste vi även kräva att x <
√

17. Den eftersöka lösningen är
s̊aledes

y = − 1√
8− 2

√
x2 − 1

, 1 < x <
√

17.

(b) Vi söker en lösning s̊a att y(−
√

5) = 0. D̊a konstanten y = 0 löser ekvationen
om |x| > 1 (vi ser detta genom att direkt verifiera att y = 0 uppfyller ekvationen) s̊a
ges den eftersökta lösningen av

y = 0, x < −1.

Svar: (a) y = − 1√
8− 2

√
x2 − 1

, 1 < x <
√

17 (b) y = 0, x < −1.

5. Integralen är endast generaliserad i ∞. Detta följer av att integranden är kontinuerlig
för x > 0 och att

lim
x→0+

ln(1 + x) sin
(

1√
x

)
(1 + x2)1/3

= 0,

s̊a det finns inget problem i x = 0. För att fokusera p̊a problemet när x→∞ s̊a delar vi
upp integralen i tv̊a delar:

∫ ∞
0

ln(1 + x) sin
(

1√
x

)
(1 + x2)1/3

dx =

∫ 1

0

ln(1 + x) sin
(

1√
x

)
(1 + x2)1/3

dx+

∫ ∞
1

ln(1 + x) sin
(

1√
x

)
(1 + x2)1/3

dx. (1)

Den första integralen är konvergent enligt ovan (integranden är Riemannintegrabel p̊a [0, 1]).
Vi visar att den andra integralen i (1) är konvergent genom att uppmärksamma att
integranden är positiv (för x > 1) och att

ln(1 + x) sin
(

1√
x

)
(1 + x2)1/3

=
ln(1 + x)

(
1√
x

+O
(

1
x
√
x

))
x2/3(x−2 + 1)1/3

=
ln(1 + x)

x2/3x1/2
·

1 +O
(

1
x

)
(x−2 + 1)1/3︸ ︷︷ ︸
→1 d̊a x→∞.

.

Enligt jämförelsesatsen p̊a gränsvärdesform gäller nu att

∫ ∞
1

ln(1 + x) sin
(

1√
x

)
(1 + x2)1/3

dx är konvergent ⇔
∫ ∞

1

ln(1 + x)

x7/6
dx är konvergent.
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Vi visar att den sista integralen är konvergent. Integranden är positiv och genom parti-
alintegration finner vi att∫ ∞

1

ln(1 + x)

x7/6
dx =

[
−6x−1/6 ln(1 + x)

]∞
1

+ 6

∫ ∞
1

1

x1/6(1 + x)
dx

≤ 6 ln 2 + 6

∫ ∞
1

1

x7/6
<∞

ty 7/6 > 1 (känd jämförelsefunktion). Allts̊a kommer även den andra integralen i högerledet
av (1) att vara konvergent.

Eftersom b̊ada integralerna i högerledet av (1) är konvergenta s̊a m̊aste även integralen i
vänsterledet vara konvergent.

Svar: Konvergent.

Alternativt. Man kan istället för att partialintegrera använda standardgränsvärdet
lnx
xα
→ 0 för alla α > 0 d̊a x→∞. Vi kan d̊a skriva

ln (1 + x)

x7/6
=

ln
(
x
(
1 + 1

x

))
x14/12

=
lnx+ ln

(
1 + 1

x

)
x1/12︸ ︷︷ ︸

→0 d̊a x→∞

1

x13/12
<

1

x13/12

om x är tillräckligt stort. D̊a 13
12
> 1 är den aktuella integralen konvergent av samma skäl

som ovan.

6. Vi noterar att ekvationen är linjär och av ordning n. Det karakteristiska polynomet blir

p(r) = rn −
(
n
1

)
αrn−1 +

(
n
2

)
α2rn−2 −

(
n
3

)
α3rn−3 + · · ·+ (−1)n

(
n
n

)
αn.

Vi känner igen mönstret och kan via binomialsatsen, dvs

(a+ b)n =
n∑
k=0

(
n
k

)
an−kbk,

uttrycka detta polynom enligt

p(r) =
n∑
k=0

(
n
k

)
rn−k(−α)k = (r − α)n, n = 1, 2, 3, . . .

Polynomet har s̊aledes en rot i r = α med multiplicitet n.

Med y = eαxz ger sedan förskjutningsregeln att ekvationen kan skrivas som

P (D)y = (D − α)n(eαxz) = eαx(D − α + α)nz = eαxDnz = eβx ⇔ Dnz = e(β−α)x.

Den homogena ekvationen Dnz = 0 har lösningen zh = q(x) där q(x) är ett polynom av
grad n− 1 eller lägre. Återst̊ar att hitta en partikulärlösning Vi f̊ar tv̊a fall

1. α 6= β:

Integration av e(β−α)x n g̊anger ger zp =
1

(β − α)n
e(β−α)x vilket i sin tur ger

y = eαx(zh + zp) = q(x)eαx +
1

(β − α)n
eβx.
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2. α = β:

Integration av e(β−α)x = 1 n g̊anger ger zp =
xn

n!
vilket i sin tur ger

y = eαx(zh + zp) =

(
q(x) +

xn

n!

)
eαx.

Svar:

y(x) =
(
c0 + c1x+ c2x

2 + · · ·+ cn−1x
n−1
)
eαx +

eβx

(β − α)n

om α 6= β och

y(x) =

(
c0 + c1x+ c2x

2 + · · ·+ cn−1x
n−1 +

1

n!
xn
)
eαx

om α = β.

Alternativt: Det g̊ar givetvis även bra att direkt skriva upp de homogena lösningarna

yh(x) =
(
c0 + c1x+ c2x

2 + · · ·+ cn−1x
n−1
)
eαx

enligt välkänd sats och sedan ansätta yp(x) = z(x)eβx. Enligt förskjutningsregeln finner vi
att

p(D)yp = p(D)(zeβx) = eβxp(D + β)z = eβx(D − α + β)nz,

s̊a
eβx = p(D)(zeβx) ⇔ 1 = (D − α + β)nz.

Vi f̊ar nu tv̊a fall. Om α 6= β s̊a l̊ater vi z = A vara en konstant. D̊a ser vi att

1 = (D − α + β)nA = (β − α)nA ⇔ A =
1

(β − α)n
.

Om α = β s̊a blir
1 = Dnz = z(n),

s̊a z = xn/n!.
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