SVAR M.M., ENVARIABELANALYS 2, TATA42, 2020-03-20

Nir den bla stolpen i figuren mellan linjen y = 3 och kurvan y = 4 — 23 roteras ett varv runt axeln
y = 2 uppstar en ihalig cirkelskiva med inre radie 1 och yttre radie 2 — 3. Denna har saledes area
7 (2—12%)% — 712 = 7(3 — 42 + 25). Volymen av rotationskroppen ges av att integrera denna
tvérsnittsarea fran 0 till 1:

1 791
1
0 71 7

Svar: 157/7.

2. Eftersom
=2 5 8+ d=(r—1)(r* =+ dr —4) = (r — 1D)2(r? +4) = (r — 1)(r + 2i)(r — 24)
far vi att allménna 16sningen till den homogena ekvationen

u! = 2987 + 5yfl — 8yh, +4yn = 0

ges av
yn = (Crz + Cq)e” + C3cos 2z + Cy sin 2.
(Vi har &ven C3 cos 22+ Cy sin 2o = D3ze?™® 4 Dye~ 2 men ovanstaende ger oss alla reella 16sningar
da C1, Cy, C5, Cy ar reella.)
Vi gor nu partikuldransatsen y, = axz®+bxz+c som ger y;, = 2ax+b, y,) = 2a och y1(,3) = ,(,4) =0.
Insatt i ekvationen far vi
ybh — 2y 45y — 8yl + 4y, =0—2-0+5(2a) — 8- (2ax +b) + 4 - (az® + bz + )
= 4ax? + (4b — 16a)z + (10a — 8b + 4c) = 4z* — 16z + 6.
D.vs.
4a =4, 4b—16a = —16, och 10a — 8b+ 4c = 6,
som har 16sningen
a=1, b=0ochc= -1, vilket geryp:xzfl.
Alltsa ges allménna l6sningen av y = yp, + yp = (C12 + Ca)e” + C3 cos 2z + Cysin 2z + 22 — 1.
Bivillkoret ger nu slutligen y(0) = (C - 0 4+ Cq)e® + C3cos(2 - 0) + Cysin(2-0) + 0% — 1 =
Co+C3—1=0.Dwvs. C3=1-0C5
Svar: y = (Ciz + Co)e” + (1 — Cy) cos 2z + Cysin2z + 2% — 1, C1,Cs, Cy € R.
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3. (a) Eftersom

och vi vet att

ar konvergent foljer det enligt jamforelseprincipen att integralen ar konvergent.
Svar: Konvergent.

(b) Eftersom
e serien ar alternerande,
e termerna (—1)¥/vk+2 — 0 da k — oo,
e termernas absolutbelopp |(—1)*/vE + 2| = 1/Vk + 2 &r avtagande,

sa foljer det av Leibniz kriterium att serien ar konvergent. (I detta fall anser vi att det &r uppenbart
att 1/v/k + 2 &r avtagande.)

Svar: Konvergent.

(c) Eftersom integralen endast ar generaliserad i 0,
sin(In(1 + z))/av/x  sin(z + O(2?))/zy/x  sin(z + O(z?))
1/Vx - 1/Vx - x

2
:%(x):1—|—(9(93)—>1dz°1a:—>0Jr 0<1<o0)

T
1
1
—dz
/0 VT

ar konvergent, foljer det av jamforelseprincipen pé gransvardesform att integralen ar konvergent.

och

Svar: Konvergent.
4(a). Vi har (eftersom f(™(t) = et for alla n)
@(0) 5 fDN0) 4 [OAE 2 3ttt

_ oy 40 5 f _ A
F(t) = F0) + f1(0) + 5t T2 o St B = kb S e o s

fér nagot £ mellan 0 och ¢.

2ttt e
Svar: f(t)=1+t+ 5+ 5 togt 20 for nagot € mellan 0 och t.

4(b). Med t = —z i formeln ovan far vi
22 2 ozt efad eSxP
o (L) — 1 — = oz T _ _
e =J(=a) Ty T % T 10 P@ T
for nagot € mellan —x och 0 (OBS! inte mellan 0 och x).
D& 0 <z <1 ger oss olikheterna —1 < —z < £ <0 far vi
le™" —p(x)| = et P 1P 1 <L
120 120 — 120 120 100"
2 3 4
Svar:p(a:)zl—x—i—x——x——i—x—

2 6 247
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5. Med

S
k=0
som géller for alla |z| < 1, far vi

fl(x) = ; kak—t = ;(k +1)z* = 1 _lx)2
= =0
och o 0o
(o) = S k(- D2 = Sk (k4 ok =
2 k=0 (1-2)

Vi har nu

SR =3k 2)(k+ Dok =Y 3(k+ Dok + 3 b = f(2) - 3f/(2) + f(2).

k=0 k=0 k=0 k=0

(a): Med = = 1/4 ovan far vi

>R/ = £/ =37 /) = Ja) = 2 R — Tt — i =3

Svar: 20/27.

(b): Notera att formeln ovan endast géller for |z| < 1, s& vi kan inte tillimpa den med x = 4. Denna
summa ar divergent, vilket kan ses t.ex. av att termerna inte gar mot noll: limy_, k24% = oo,

Svar: Divergent.
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6. Vi studerar integralekvationen

() yla)+e* = /O " exply(t) + ) dt.

Derivation av (x) ger nu darfor
Y +e’ =e¥-e” &y =e(e¥ —1)
Inséttning av = 01 () ger ocksa bivillkoret y(0)+1 = 0 < y(0) = —1. Det faktum att 16sningen
y ar kontinuerlig medfér att y &r negativ i alla fall lokalt kring @ = 0. Vi letar nu forst efter
l6sningar som uppfyller y < 0, och kan d& saledes dividera med faktorn e¥ — 1 (eftersom denna da
ar < 0), vilket leder oss till:

L o«
1Y =¢ (DB

y(0) = -1 (BV).
Vi far nu

1 _ z 1 1 v o= —y o
/ey—ldy_/e dm@/(eyl—ey)e dy=e"+C<=lIne™¥-1)=e"4+C.

(Ovan anvinde vi att y < 0, vilket ger e7¥ — 1 > 0.) Detta &ar ekvivalent med

e ¥ = exp(e®)e” + 1.
Inséttning av bivillkoret ger nu
e _1=c%' o e’ =(e—1)e .
Vi far nu
y=—In((e — 1)e texp(e”) + 1).

Denna 16ser (+x) med det givna bivillkoret, och alltsi 16ser den (%), pa hela reella linjen (notera
att (e — 1)e texp(e®) + 1 > 1 for alla ).

Svar: y = —In((e — 1)e 'exp(e®) + 1), —00 < 2 < 00.
Vid berékningen av intergalen [ ﬁdy ovan kan man ocksa resonera med ett variabelbyte e¥ =t
som ger e¥dy = dt, d.v.s. dy = dt/t:

1 1 1 1
S dy= ———dt= [ — —)at

/ey—ly /(tfl)t /(tl t)
t—1
=njt—1—lnjt|=1n

‘ =Inle™¥ — 1| =In(e”¥ - 1),

dar vi anvénde oss av att e”Y — 1 enligt antagande &r positivt.



