SVAR M.M., ENVARIABELANALYS 2, TATA42, 2019-10-30

1. Ekvationen &r en linjir differentialekvation av forsta ordningen, sa vi 16ser problemet m.h.a. en
integrerande faktor. Eftersom x > 0 géller

3

2
xy —2y=acosx &1y — ~y= x? cos .

Vidare giller att (Inz~2) = _72, shem®’ =272 &ren integrerande faktor.
1\ 1, 2 1/, 2 1,
— ==y - —=y=— — —y | = <a“cosz =cosx
w2Y 2 Tt T e \Y Y z? ’

Y _ /cosxdm =sinz +c.

vilket ger att

y(m) = 7 ger nu ;—2 =sinT+ce c=m Say=2*(r +sinz).
Svar: y = 2%(7 +sinz).

2(a)

N

Nir den bla stolpen i figuren mellan linjen y = 1 och kurvan y = 2 — 22 roteras ett varv runt

x-axeln uppstar en ihalig cirkelskiva med inre radie 1 och yttre radie 2 — z2. Denna har siledes
area 7 x (2 — 22)? — m x 12 = 7(3 — 422 + 2*). Volymen av rotationskroppen ges av att integrera
denna tvirsnittsarea fran —1 till 1:

1 3 571

4x T 56T

3 — 4z Ydr =7 |3z — — + — = —.

/_17T< " tat)de F{x 3 +5}1 15
Svar: 567/15.

2(b). '’ = —sint +sint + tcost = tcost, y = cost — cost + tsint = tsint. Kurvlangden ges av

1 1 1 1 1
/\/x’(t)2+y’(t)2dt:/ \/t2c082t+t2sin2tdt=/ \/ﬁdtz/ |t|dt:/ tdt =1/2.
0 0 0 0 0

Svar: 1/2.

3. (a) Vi har att
2 3
e’ = 1+x+%+%+(’)(334),

och
2

cosr =1-— % +O(rh).

1
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Om vi sedan tillimpar den andra formeln med r =e* -1 =z + “”2—2 + %3 +O(z*) (OBS! r — 0 om
x — 0) far vi

2 3
cos(e” — 1) = cos (w + 4Ty O(w4))

2 6
(:v +2 4 % + O(CE4))2 2 3 4 2 8
_1_ o 4 _q_xr_ 4
=1 5 +O<<x+2+6+0(17)>> 1 5 2+(’)(1:).
2 3
Svar: 1 — % - % + O(x*).
(b)
cos(em—l)—1+§_ %3—&-(9@4)_ - -1
}:ILI%J x3 alc—>0 3 B 71~1—r>% 2 +0() ) = 2
Svar: —1/2.
(c)
x? —1

Eftersom 2% > 0 och termen ' + O(z) &r stringt negativ nira origo, s ser vi att f(z) har ett
lokalt maximum 1i origo.

Svar: Lokalt maximum.

4.p(r)=r3—5r2+7r —3 harenrot i r = 1, d.v.s. p(1) = 0. Alltsd har p(r) en faktor pa formen
r—1:

p(r)=(r =12 —4r+3) = (r—1)2(r —3).
Homogenlosningen till ekvationen ges dérfor av
yn = (Az + B)e® + Ce”.
For att hitta en partikulirlésning gor vi ansatsen
Yp = acos2x + bsin 2z.
Detta ger
Y, = —2asin 2z + 2bcos 2z, y, = —4a cos 2x — 4bsin 2z, y," = 8asin 2z — 8bcos 2.

Insatt i ekvationen ger detta
Yy =5y, + Ty, — 3yp = ... = (17a + 6b) cos 2x + (17b — 6a) sin 2z = 17 cos 2z — 6sin 2z,
vilket ger 16sningen @ = 1,b = 0. D.v.s. y, = cos 2z.

Svar: y =y, + y, = (Az + B)e® + Ce3® + cos 2z.
5. (a) Rotkriteriet ger
1/k K2/ k| |2

9

(_1)kk2x2k
9k

2
Konvergensradien ges nu av att % < 1<% |z| < 3 (d.v.s. konvergensradien ir 3).
I indpunkterna z = +3 far vi serien Y -, (—1)*k%. Eftersom termerna i denna serie inte gir
mot noll da k& — oo dr serien divergent.

Svar: -3 < x < 3.
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(b) Vi vet att 0 < sint <t om 0 <t < 1. Eftersom 0 < 1/22 <1 om 1 < 2 < oo far vi nu
o0 < 1 ~11%
og/ sin(l/x2)dx§/ — dr = lim {} =1
1 1 xr R—o0 X 1

y=co+cir+ear? ez et +..., y(0)=co =0,
Y =1+ 2w + 3z F P ..., Y (0)=c1 =1,
y" = 2¢9 + 6cgz + 12¢42% + .. .,
(dér ... anger termer av hogre ordning dn de tidigare termerna). Vidare har vi att

1’2

cosz:l—?+....
Alltsa far vi, om vi sétter in ¢y = 0 och ¢; =1 i formeln for y,
2

y"—&—ycosx:(202—|—663x—|—1204x2—|—...)—|—(az—|—ch2+...)(1—%—l—...):

= 2cy + (6cs + D+ (12¢4 + c)z? + ... = 2%
Detta ger att 2co =0, 6¢3 + 1 =0, 12¢4 + co = 1, vilket ger ca =0, c3 = —1/6 samt ¢4 = 1/12.
Svar: ¢cg =0,¢1 =1, =0, cg = —1/6 samt ¢4 = 1/12.
7.e=5/2+¢°/6 & ¢ = 6e — 15. Eftersom 6e — 15 > 6 - 2,71 — 15 = 1,26 och vi vet att e® &r
inverterbar pa |—oo, co|, dar inversen In &r definierad pé |0, oo[ far vi nu att
¢ = In(6e — 15).
Vi Maclaurinutvecklar nu g(¢) = In(1 + ¢) till ordning 1 med Lagranges restterm.
g ()= (1+t)"toch g"(t) = —(1 +t)~2 ger att

g"(s) 1

g"(s)

In(14t) = g(0) + ¢’ (0)t + TtQ =t+ TtQ =t mﬁ,

for nagot s mellan 0 och ¢.

Med

n = 6e — 16

giller (d& 2,71 < e < 2,72) att 0,26 < 7 < 0,32.

Vi har nu

2
E=In(6e—15)=In(1+n)=n— TSR
for nadgot s mellan 0 och n. Alltsa far vi, eftersom s > 0,
2
€ —nl=|In(14+n)—n| = ‘_2(113)2 < %772 < % -(0,32)% = 0,0512.
Sa med
a = 0,26 — 0,0512 = 0,2088 = 1226510 och b =0,3240,0512 = 0,3712 = %
géller
b—a=0,1624 < 0,2

och

a<€&<b.

Svar: a = % och b= % duger t.ex.



