Losningsforslag till TATA42, Envariabelanalys, del 2, 2019-08-29

1. For x < 0 och x > 1 blir omradet mellan kurvorna obegriansat. Den begridnsade delen
ar alltsa for « mellan 0 och 1 och dér &r 2 > 2°. Vi far foljande figur (ej skalenlig):

Y

A

dA y=2

T+ 2

<>

Ur ovanstaende avldser vi
Tyngdpunktens avstand till rotationsaxeln = x 4+ 2, dA = (2 — 2°)dx.
Med hjalp av Pappos-Guldins regel fas sedan

dV = Tyngdpunktens viig - dA = 27(x + 2)(2* — 2%)dz = 27(22* — 2° — 2*)dw
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Svar: : Rotationskroppens volym = 3—5

2. (a) Borja med att sétta pa gemensamt brak och Maclaurinutveckla dérefter de in-
gaende funktionerna:
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da z — 0.

(b) Bérjar med att siitta 1/z =t sa att t — 0% da 2 — oo. Anviind sedan standard-
utvecklingarna.
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(¢c) Dax — 0 ér det *-termen som dominerar i nimnaren. Standardutvecklingar till
ordning 4 blir da
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Studera nedanstaende figur:
Y

De “fetlagda” koordinataxlarna &r ténkta att indikera de naturliga avgriansningar som
losandet av ekvationen bertrs av. Eftersom den konstanta losningen inte ar aktuell
vare sig i fall (a) eller (b) antar vi fortsattningsvis att y # 0 och > 0. Vi far
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(a) Att kurvan gar genom punkten (1, 1) innebér att y(1) = 1 vilket insatt i (1) ger
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Eftersom y(1) = 1 > 0 foljer det att y = N/QL' Det storsta delintervall av

x > 0 som innehaller x = 1 och déar detta uttryck ar definierat blir da det
intervall dér uttrycket under rot-tecknet &r positivt, d vs l6sningen &r

x
2—x’

Y= 0<zx <2



1 1
(b) Att kurvan gar genom punkten (1, —5) innebér att y(1) = 5 vilket insatt i
(1) ger
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. For att detta uttryck

1 x
Eft 1) = —= < 0 foljer det att y = —
ersom y(1) 5 oljer det att y T
skall vara definierat krédvs att uttrycket under rot-tecknet ar positivt vilket det
ar for alla x > 0. Da x = 1 ingar i detta intervall blir 16sningen
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=—/——, x>0.
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Svar: (a) y= 5 ., O0<o <2 (b) y=— w12 x> 0.
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4. (a) Da 1/k* — 0 da k — oo kan vi anviinda Maclaurinutveckling vilket ger
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da k — oco. Da Zbk = 5] ar konvergent (« = 3 > 1) enligt kind sats ger
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jamforelse pa kvotform (jamforelsesats II) att Z ay ar konvergent.

k=1

(b) Eftersom 0 < x +cos’x <z + 1 pa x > 1 foljer

1 1 > f
> >0 och / de__ lim {ln (x + 1)} = o0.
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Da integralen av jamforelsefunktionen ar divergent ger jamforelsesatsen att

o dx
1 T +cos?x
ar divergent (“Om integralen av den mindre ar divergent sa ar integralen av den
storre det ocksa”).



(¢) Vi anviinder rotkriteriet pa hela termen. Da 8% > 4% fas
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da k — oco. Rotkriteriet ger da att serien &r absolutkonvergent da
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och divergent da |z| > 2, dvs konvergensradien &r 2.

Svar: (a) Konvergent, (b) divergent, (c) konvergensradien ar 2.

. Vi borjar med att observera att integralen ar 0 for z = 7 oavsett vilken (integrerbar)
funktion vi har som y(t). Inséttning av z = 7 i ekvationen ger darfor

y'(m) + /W?/(t) dt =y (7)) = 7.

Da derivatan av integralen dr integranden (Analysens huvudsats) ger derivering av
ekvationen

D (y’(a:) + /: y(t) dt) =y"(z) + y(z) = D (2*) = 32°

vilket &r en andra ordningens ordinér differentialekvation med konstanta koefficienter.
Vi soker den l6sning till ekvationen for vilken

y(0) = 0 (givet i uppgiften) och y'(7) = 7* (enligt ovan).
Losning av den karakterisitiska ekvaionen ger
P(r)=1r*4+1=0 <= r=4i < y, = Acosz + Bsinr.

Eftersom

P(D)(polynom av grad n) =polynom av grad n
och vi har 327 i hogerledet ansitter vi

yp:ax2+bx+c:>y;:2ax+b:>y":2a
som insatt i ekvationen ger

P(D)y, =y +yp = 2a+ (a2’ + bx + ¢) = az’ + br + (2a + ¢) = 32° =
a=3 a=3
= b=0 <= ¢ b=0 <= y,=32"-6=
2a+c =0 c= —6



=y =yn+y, = Acosz + Bsinx + 3% — 6.
y(0) =0 = Acos0+ Bsin0+30*-6=A—-6=0 < A=6.
Da derivatan av y(z) dr y'(x) = —6sinz + Bcosz + 6 ger insdttning av x = 7

y(7) = —6sinm + Bcost + 61 =6 — B=7" <= B =061 —7"

sa att

y = 6cosx — (7 — 6)sinz + 3% — 6.

Svar: y = 6cosx — 7(7* — 6)sinx + 32° — 6
. Inséttning av z = 0 i i ekvationen ger att
VO =0 =1 =0+y(0) = y(0)=1

Eftersom den sokta funktionen y(z) ar deriverbar godtyckligt manga ganger har den
en maclaurinutveckling av vilken ordning vi 6nskar. I detta fall sckte vi utvecklingen
av ordning 2 med restterm O(x?’). Det betyder att

y(z) = 1+ azx + bz + O(z?)
eftersom y(0) = 1. Insdttning av denna utveckling i ekvationen ger

exy(x) _ 6x(1+ax+ba}2+0(a}3)) _ ex+ax2+(9(a}3) _

1 (x+ax2+(’)(x3)) —i—% (x+ax2+(9(:€3))2 +(’)<(:c+ax2+(’)(;g3))3> =

:1+x+m?+;ﬁ+0@ﬂ:1+x+(a+%>ﬁ+0@ﬂ,

t4+y(x) =+ (14+az+b2” +O(2%)) =1+ (1 + a)z + ba® + O(z?) .

Dessa uttryck skall vara lika for alla x i en omgivining av x = 0, dvs de &r bada tva
maclaurinutvecklingar av samma funktion. Entydigheten hos maclaurinutvecklingen
(“har vi hittat nat som approximerar lika bra som maclaurinpolynomet sa &r det
maclaurinpolynomet vi hittat”) ger da att koefficienterna i respektive utveckling dr
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sa att

ylx) =1+ %xQ + O(2%).

For att avgora om y(z) har extremvéarde konstaterar vi

M@:1+£i(%+a@)z1

20— —
>0
om z ar tillréckligt litet eftersom O(x) — 0 da x — 0, dvs y(z) har lokalt minimum
1x=0.

1
Svar: y(z) =1+ 5372 + O(2°) och y(x) har lokalt minimum i = = 0.



7. Vi borjar med att skriva ut nagra termer.

14k —27 1 L1520 43

~ k3+k 10 30 68 130 7
sa hela foljden av termer &r inte en avtagande f6ljd. Vill vi kunna uppskatta summan
med integral pa vanligt sdtt maste vi alltsa avgora fran och med vilket index k£ den &r

avtagande. For att avgora detta gor vi ett funktionsstudium som i Envariabelanalys,

dell.

14z — 27
4z
14(2® + x) — (142 — 27)(32* + 1)
(23 + x)? B
142 + 142 — 5223 + 812% — 14x + 27 B —282% + 81x% + 27 B
(23 + z)2 o (23 + z)? B
—2823 + 27(32% + 1)

B (23 + x)? =0

fz) =
= f(x) =

Provning med z = 3 ger

/(3) = —28-3* +27(3:32+1)  27(—28+27+1) 0
B (3% +3)? (3432

Faktorsatsen ger da att « — 3 ér en faktor i —28x° 4 812% + 27.

— 2822 — 3z — 9
—282% + 812% + 0-x + 27 |z — 3
—28x% + 84a?
— 32
— 322 + 9z
— 9 + 27
— 9 + 27
0

dvs f'(z) = —282°4812° +27 = —(2—3) (282> +32+9). Eftersom 282%+3z+9 > 9
om x > 0 foljer det att f/'(x) < 0 for z > 3, dvs f dr avtagande for z > 3. Vi tar
ut de forsta tva termerna i summan och forsoker sedan uppskatta den resterande
summan med integral.

14k —27 1 15 <= 14k —27 14k — 27
T -

Bk 10 30 2 Tmak Bk

k=2 k=4

Vi fortsétter nu med att rita standardfiguren med kurvan y = f(x) och staplar med

area f(k).



Ur figuren utléser vi nu att
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Partialbraksuppdelning och berdkning av integralen ger

 14x — 27 <[ 27x 14 27
———dr = 5 + —— | dx =
P 3 \224+1 2241 =z

27
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Detta ar en utmérkt approximation ~ 3, 08, skiljer bara c:a 0,28 mot verkliga vérdet.
Det ar dock mycket svart att utan minirdknare uppskatta hur stort detta &dr och det
ar det som &r uppgiften. Vi maste dérfor forsémra approximationen lite grann pa ett
sitt som gor att vi kan hitta en rationell och tillrackligt bra approximation. Prévning
visar att det funkar att stryka x:et i ndmnaren (mindre ndmnare = storre kvot);

 14x — 27 * 14x — 27 < (14x 27 ) 14 271"
———dr < —————dx = — — — |dr=lim |-——+ —| =
s 3+ 3 x3 3 x? 23 Rooo| 222,

. 14 N 27 N 14 27 14 3 28—9 19
= 1m _— _ _—— = — — - = — = —
Roeo \ R 2R2 3 18 3 2 6 6
vilket ger
14k — 27 3 =14k—27 3 19 18+95 113 120
el _oNt v T Al o0 2T e Qi | V.S.B.
k3 +k 5 k3 +k _5+6 30 30 30
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