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1.

2.

Ekvationen &r linjar och har det karakteristiska polynomet
p(r) =r* 4+ 2r° + 502 = r?(r* 4 2r +5) = r?(r + 1 — 20)(r + 1 + 24).
Saledes ges losningarna till den homogena ekvationen p(D)y, = 0 av
yn = C1 + Cox + e (C3 cos 2x 4+ Cy sin 27)

enligt kénd sats. For att hitta partikuldrlosningar utnyttjar vi superpositionsprincipen
och hittar forst en 16sning till

p(D)y,, = 8€”.
Eftersom r = 1 inte &r en rot till p(r) sa forsoker vi med ansatsen y,, = Ae”. Direkt
derivering visar att

p(D)(Ae") = Ae” 4+ 2A4e” + 5 Ae” = 8Ae”,

sa om vi later A =1 gor det att hogerledet blir 8e”. Givetvis kan vi ansétta y,, = z(z)e”
istdllet och anvénda forskjutningssatsen (eller derivera pa likt ovan) istéllet.

For att hitta en partikulérlosning till
p(D)yp, = 10

ansétter vi y,, = Ba? eftersom p(D)(polynom) = polynom, dér hogerledet har gradtal
tva steg lagre (om vi ansétter ett polynom med grad > 2). Insatt i ekvationen ger detta

p(D)(Bs?) = 108,
sa B =1.
Svar: y = O + Cox + €% (Cy cos 2z + Cysin 2x) + ¥ + 2°.

(a) Standardutvecklingarna
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visar att, med u = 222 och t = sinu samt v = 22,
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(b) Eftersom
1
flz)=1+2° (_6 + O(:v2))
sa ser vi att for x nira 0 sa giller att f(z) < 1 = f(0) om = # 0 eftersom z% > 0

1
s& z° (_6 + O(xQ)) < 0 for x # 0 (sma x). Saledes har f(x) ett lokalt maximum

da z =0.

.%’6

Svar: (a) 1 — o + O(2?) (b) Ett lokalt maximum.

. Enligt kénd formel for plan area i poldra koordinater erhaller vi
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Kurvlangden far vi genom att summera bagelementen ds som i poldra koordinater ges av

= /()2 +7(p)2 dp = \/sm Y+ cos? pdp = dp.
Salunda ges ldngden av

57/6 5 /6 )
L:/ ds(gp):/ dgng.

/6 /6

3 2
Svar: A = % + % respektive L = %

Notera att bagelementet ds i poliara koordinater ges av

ds = \/(dx)? + (dy)* = v/ (2'())? + (¥ (9))dp = / z=r(p)cosp, y=r(p)sing /
= =/1(p) (10))?dep.

Vidare kan det vara intressant att r = sin ¢ definierar en cirkel med radie 1/2 och centrum
i (0,1/2), nagot som vi kan se eftersom z = r cos ¢ = sin ¢ cos ¢ och y = rsin p = sin® ¢,
sa

1\? 1
x? + (y—§> :sin2cp(:082<,0+sin4<p—sin2g0+Z
.2 2 .2 .2 1 .2 .2 L1
= sin <p(cos © +sin gp)—sm 90—1—128111 © — sin So—i_é_l:zl’

vilket visar att objektet &r en (del av en) cirkel med radie 1/2 och centrum i (0, 1/2).
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4. Integranden &r positiv och da 2% —z = z(2? — 1) = z(z — 1)(z + 1) sa &r integralen
generaliserad i bade 1 och co. Lat oss dela upp integralen i tva delar:

| /2 o [ 1)
——dr = | ———dx ———dx.
1 VvVt -z 1 Vad—z 2 Vat—u

Vi ser direkt att
1 1 1 1

1
\/x3—x: \/x(x%—l).\/x—l SE x—1

i

for 1 <z <2, sa
0</21d<1/21d<
——dr < — ———dr <
“h V- T V2 V-1

enligt den forsta jamforelsesatsen da den sista integralen ar kéant konvergent:

21 2
/1 \/mdx: [2vz —1]] = 2.

Pa liknande satt ser vi att

1 1
2 <z < oo,

1 1 2
O< = . < ) <
TVt —a Vad 1 —1/22 T /3?2

sa

o</°° ! d<2/001d<
——dr < — ——dr < 00
) Vi—x T V3, a3

enligt den forsta jamforelsesatsen, dven hir pa grund av att den sista integralen &r ként
konvergent.

Eftersom bada integralerna i hogerledet av (1) dr konvergenta sa maste #ven integralen i
vansterledet vara konvergent.

Svar: Konvergent.



5. Vi ansétter en potensserie
(0.9]
y(x) = Z cra®,
k=0

med konvergensradie R > 0. Da giller att

Y (z) = Z ekt = Z Crp1 (b + 1)a®
k=1 k=0

samt - -
2xy(x) = Z 2ttt = Z 212"
k=0 k=1

Alltsa maste .
1=y —2zy=1c; + Z (crpr (kB +1) — 2c4_y) 2"
k=1
Eftersom koefficienterna ar entydiga sa innebér detta att ¢; = 1 samt att

2¢k-1

Ck+1(k + 1) - 2Ck—1 =0 4 Ciy1 = k—H7

k=1,2,3,...

Villkoret att y(0) = 0 ger att ¢y = 0, vilket resulterar i att

62264206:"':0.
For udda index ser vi att
01:1
201 2
Cyqy = — = —
573 73
203 22
Crp = — = ——
°7 5 3.5
207 23
Cr = — =
T 7 T 3.5.7
2k
T T 2kt 1)

Svaret ges alltsa av serien

oo o
_ k __ 2k+1
y(r) =) aa® =) cunz

da de jamna termerna forsvinner. Har ar cor,1 koefficienterna vi bestédmde ovan. Konver-
gensradien kan vi enklast finna medelst kvottestet:

2(k+1)+1
C2(k+1)+1L (k+1) | C2k+3 | 2 |x|2 -0
Copa 2kl e |12k +3 ’
2k+1 2k+1
dar vi anvande rekursionsformeln
Ck+1 2



som vi harledde ovan. Konvergensradien &r saledes oéandlig.

223 425 827
Svar: = —+—+-—+,R=
var: y(z) =z + 3 + B —1—105-1- ,
Notera att vi kan hyfsa till uttrycket for koefficienterna genom att ”fylla igen” halen som

dyker upp vid de jimna heltalen. Vi forlinger saledes med 2-4-6---2k = 2" k!, sa

2k 2F L 4% k!
LT O34 2k (2k+ 1) (2k+ 1)
for k =0,1,2,... Svaret ges alltsa av serien
0 4k: k! x2k+1
y(x) = ST TE R.
— (2k + 1)!

Observera att vi d&ven kan hitta ett annat uttryck for losningen genom att multiplicera
. 2
med den integrerande faktorn e™* :

d xX
Yy —2zy=1 & — (e’x2y> = & Y= e’ / e dt + Ce*”’
dx 0

Med villkoret y(0) = 0 sa ser vi att C' = 0. Alltsa maste

> 4k k!l’2k+1 . 6z2 /x e_tht
e~ (2k+1)! 0 '

Vad hénder om vi Maclaurinutvecklar integranden och e ?

. Vi vet att
1+t+t2+t3+ +tn+ (t)
el = — 47
2 3! n! ’
dér
(t) eg tn+1
'8 —=
(n+1)
och £ &r mellan 0 och ¢. Alltsa maste
£C4 .CIZ'6 nx2n )
—1—1‘ +?—§+ —1—(—1)?4—7"(—%),
déar
T(_x2) _ (_ )n+16—E 2n+2
(n+1)!

och ¢ #r mellan 0 och —22. Vi kommer integrera éver intervallet —1 < x < 1, sa & r alltsa
mellan 0 och —1. Darmed blir

et 2n-+2
I e Ea E

Hur manga termer &r nédvéndiga? Svaret far vi genom att undersoka vad som hénder nér
vi integrerar resttermen:

[

lz|>" 2, —1<2<1.

2n-+2 2
/'r e < oy /‘“'+dx‘uH4>@n+w




Genom att testa ser vi att n = 3 gor att

1

[

-1
Alltsa kommer

L ! b b 1 1 1 52
dr = 1— — ——)dr+R=2(1--4+—=——|+R=—+R,

/_16 ! /_1< CES 3'> v ( 3710 42)+ 35 "
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1
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S : =2y~ 22
var u/ile xXr 35
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< 2 1 49
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Ett alternativ &ar att betrakta Maclaurinserien for integranden:

som har konvergensradien R = oco. Vi da integrera termvis och erhaller att
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o (—1) { x }
e dy =
/_1 Zk:o R[22k 1)
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approxunatlon fel

Vi noterar att detta ar en Leibniz-serie (termernas belopp avtar monotont mot noll och
serien &r alternerande), sa

— (=P
22 7 2k +1)

k=n+1

< 2 < bl
“(n+D!I(2n+3) T 12-9 108

om vi later n = 3.

k o0 1
. Eftersom Z e =c' forallatc Rsddre=c' = kz:: o Da alla termer ar positiva sa
galler da att
1 — 1
e=> =2 570
k=0 k=n+1

for alla icke—negativa heltal n. Vidare giller att

1 1 ]
k= n+1k‘ ol (”+1 (n+1)(n+2) i (n+1)(n+2)(n+3) +)

1 1 1 1
<H(n+1+(n+1>(n+1)+(n+1)(n+1)(n+1)+”')

:i 1 <1_|_ 1 + 1 +)
nln+1 n+1 (n+1)?
1 1 1 1
Taln+ll- L uln’

n+1



vilket &r precis vad vi ville visa.

Antag nu att e dr rationell. Da finns (positiva) heltal m och n sa att e = m/n. Om vi
forlanger olikheten vi bevisat med n! sa ser vi att

n pore E Conln
for heltalet
m "1 " n!
—ml. — —_nl J— _ | — _
[ =n! — —nl ,;_0 T m(n —1)! 2 R

Da n ér ett positivt heltal har visat att det finns ett heltal [ sa att 0 < [ < 1/n dér 1/n <1,
vilket givetvis ar orimligt. Alltsa kan inte e vara ett rationellt tal.

Svar: Se ovan.



