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Inga hjalpmedel. Losningarna ska vara fullstandiga, valmotiverade, ordentligt skrivna
och avslutade med ett svar.

Varje uppgift bedoms som godkand eller underkand. Godkéanda uppgifter ger sedan 2
eller 3 podng medan underkénda ger 0 eller 1 poéng. For betyg 3/4/5 réacker 3/4/5
godkénda uppgifter och 8/12/16 poéng.

Svar finns efter skrivningstidens slut pa kursens hemsida.

1. Bestam den allménna losningen till — y"” + 2y” — 15y’ = 30x — 65 cos .

— K o (_qyk
L1 — 22 (b) Avgor konvergens: 2 v

2. (a) Avgor konvergens:

& 1
¢) Visa att ——dx <2
(©) | =<

3. (a) Berdkna volymen av den kropp som uppstar nir omradet 0 < y < sinz,
0 < x < 7, roteras ett varv kring linjen y = —2. (2p)

(b) Ange, som en integral (som inte ska beriknas), arean av den yta som uppstar
nar kurvan y = sinz, 0 < x < 7, roteras ett varv kring linjen y = —2. (1p)

For full poang kravs principskisser som motiverar formlerna som anvands.

4. (a) Bestdm Maclaurinutvecklingen av ordning 1 till funktionen f(z) = arctanx

med restterm i Lagranges form. (1p)
(b) Visa att |arctan(1/5) — 1/5| < 1/100. (2p)
— 2k+3
5. Berakna Z S h 1)

6. Bestam for vilka varden pa konstanterna A, B, C' som funktionen
flz) = Ae ™ + Bln(1 + z) 4+ C arctan z + sin z
har lokalt minimum fér x = 0.
7. Antag att g och h &ar kontinuerliga (reellvéirda) funktioner definierade pa hela R.

Antag vidare att integralerna ffooo x) dx och f x)| dx ar konvergenta. Visa
att losningen till differentialekvationen

Y'(z) +g(x)y(x) = h(z),  y(0) =0,

ar en begransad funktion, d.v.s. att det finns en konstant C' sadan att |y(z)| < C
for alla z € R.
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1. Karakteristiska polynomet p(r) = r® + 2r? — 15r = r(r — 3)(r + 5) har nollstéillena r; = 0, 72 = 3
och r3 = —5. Homogenlosningen blir darfor

n=A+ Be® + Ce™™®

For att finna en partikulérlosning y, delar vi upp hogerledet enligt h(z) = hi(x) + hao(z), dér
hi(xz) = 302 och ha(x) = —65 cosx, och soker partikuldrlgsningar till var och en av dessa.

Ansatsen y,1 = az?+bx ger Yp1 = 2ax+b, yy; = 2a och y] = 0, och dérmed &r y,; +2y,; — 15y, =
04 2-2a—15(2az +b) = (— 30a)z + (4a — 15b), som bhr lika med 30z for alla z om —30a = 30
och 4a — 15b =0, d.v.s. om a = —1 och b = —4/15; saledes duger y,1 = —a? — 4x/15.

11

Ansatsen y,2 = acosz + bsinz ger y,, = —asinz + bcosw, yp = —acosx — bsinz och yH =
asinz —beosz, och dirmed &r y;j5 + 2y,5 — 15y,5 = (—2a — 16b) cos x + (16a — 2b) sinz, som blir
lika med —65 cosz = (—65) cosz + Osinx for alla x om —2a — 16b = —65 och 16a — 2b = 0, d.v.s.

oma=1/2och b=4; yps = (cosx)/2+ 4sinz duger darfor.

Linjariteten medfor nu att alla l6sningar till differentialekvationen ges av y = yp + (Yp1 + yp2) =
A+ Be3® + Ce ™% — 22 — 42/15 + (cosz)/2 + 4sin .

4z
Svar: y*Af——:E + Be3® 4 Ce™ + — +4sm:c

15
2. (a) Sitt K Vi tt ! — da k — A ar /4 0 da k — oo. Seri
. (a) Sétt ay = ———. Viseratt ay = ——— — —= da 00, 84 a a 00. Serien
P T2k PR —2 2 ek
> he ak r dérfor divergent enligt Divergenstestet. Svar: Divergent.
—1)k
(b) Sétt ap = (=1 . Eftersom Ink > 0 da k > 2 &r serien Y ., ai alternerande, och eftersom
n
dessutom |ag| = — N\, 0 da k — oo (Jag| avtar mot noll, d.v.s. |az| > |as| > |as| > ... och
|ak| — 0) &r serien en Leibnizserie, och dédrmed konvergent. Svar: Konvergent.
(c) Eftersom v/1+ 2% > 1 och 1+ 2% > 22, till och med for alla z € R, giller olikheterna
1 1 1
0<——=<1da 0<z<l och 0<——=<—= da 1<z<o0.

T V142t T V142t T 2?

Saledes far vi

o) 1 oo 1 (e} T—00
/ x / dx +/ dx </ 1d +/ dx [ }z1+|: 1] 5
_— = i — = | - = 4.
o V1i+zt Jo vi+azt J1 Vi+azt T o , a? @=0 o
3. Se principskisserna till héger

(a) Areaelementet dA(z) = (sin2z—0) dz = sinx dz, tyngdpunktens AY (a)
vig = 2mr(z) = ( + (sinx) /2), s rotationsvolymen blir : y=smz

enligt Guldins regel A .
o LN =

= ) sinx T) = T sinx sin x dx 0: x
v/0 27 (2 + (sina)/2) dA(z) /02 (24 (sinz)/2) sined |

s ﬂ_ - )
0 0

r  sin 2:0] T 2
0

= 4 i
7T|: cosx+2 1

(b) Bagelementet ds = /(dz)2 + (dy)? = /1 + (dy/dx)?dx =
V1+cos?xdr = ds(x) for vixande x, tyngdpunktens vig
= 2mr(xz) = 27(2 + sinx), sa rotationsarean blir enligt Guldins
regel

Aot = / 2m(24sinx) ds(z) = / 2m(2 4+ sinx)y/1 + cos? x dx.
0 0




4.

()

Derivering ger

f(z) = arctan z, fl(x) = H#ZQ’ f”(l‘) _ _(15%)2,
sa .
JO) =0, fO) =1 €)= -q1ap
f//(é')

Maclaurinutvecklingen av ordning 1 ges av f(z) = f(0)+ f'(0)z + *—=>>2? for nagot & = £(z)

mellan 0 och x, sa vi far féljande

§ 2 e e
Svar: arctanx = x — ———— x“ for nagot £ = £(x) mellan 0 och z.
Svar (ENGE got £ = &()
Inséittning av 2 = 1/5 i utvecklingen i (a) ger
1 1 ¢ 1

arctan - = = P R
s op w

~—— ~N ——

Exakt virde  Approx. Approximationsfel

for nagot £ mellan 0 och 1/5. Saledes far vi

IR S O N S .
(1+€2)2 52| (1+€2)?2 52

vilket skulle bevisas; notera att [£] < 1/5 och 1+ &2 > 1+ 0%

15 1 1 1

< — @ — = — < —
~ (14022 25 125 — 100’

5 5

arctan — — —‘ =

Alternativ lésning, oberoende av (a): Vi kan ocksa anvinda Maclaurinserien for arctan x:

S (71)k$2k+1 1 e
arctanz = I;) T—f—l om |ZL'| < 1, sa arctan g = Z W Zak,
med x = 1/5. Serien >~ aj, &r alternerande, och |ax| = 1/(5%71(2k + 1)) \, 0 da k — oo,
sa serien ér en Leibnizserie. Feluppskattningen |s — s,,| < |a,41]| for sadana serier ger, med
n =20,
1 1
=<
53.3 375 ~ 100

arctan - — - | = — =
5 5 S So| S |a1

ty s = > pooar = arctan(1/5), seriens summa, och so = 22:0 ar, = ag = 1/5, delsumman
med nummer n = 0 (som alltsa bestar av en enda term).

5. Notera att 2: :13 2+ P Vi berdknar darfor
Sl:igik och SQ:ing)im
k=0 k=0 k=0
separat.
Vi startar med den geometriska serien:
(%) ixkzl—f—x—l—ﬁ—i—x?’—i—...:#, lz| < 1.
= 1—x

Ur denna far vi genast, med x = 1/3, att S; =1/(1 — 1/3) = 3/2. Integration av (x) ger sedan

o0

1 :—1n(1—m)+C:/inséittningavsz:CzO/:—ln(l—x), |z] <1,
med z =1/3 ger So/3=—1n(1 —1/3) =1n(3/2), d.v.s. So = 31n(3/2). Saledes blir

2k + 3 Sac 1 3
kzzo?,k(kﬂ) 23k+kz::3(k+1) phoy=odsing



6. Standardutvecklingar ger (med t = —z? i utvecklingen ef = 1+t +t2/2! + O(t?))
f(z) = Ae ™ 4 Bln(1 + «) + Carctanz + sinz

4 2 3 4
_ _2. 6 L r T 5
A<1 o+ 5 +0(x )>+B<z 5 T 3 1 +0(z )>

+C (z %3 +(9(x5)) + (z :;_T +(9(x5))

_ A BN (B_C 1\ s, (A_B\. 5
A+(B+C’+1):E+<A 2):0 +<3 3 6>£L' +<2 4)50 + O(z”).

Beroende pé vilken Gverlevande z*-term, k& > 1, som har lagst gradtal far vi drfor foljande fall
vad géller lokalt minimum f6r f(x) da « = 0:
e Om B+ C + 1 # 0 har vi ¢j lokalt minimum.
e OmB+C+1=00ch —A—B/2%#0 har vi
— ¢j lokalt minimum om —A — B/2 < 0,
— lokalt minimum om —A — B/2 > 0, d.v.s. om 24 + B < 0.
e OmB+C+1=00ch —A—B/2=0har vi
— ¢j lokalt minimum om B/3 — C/3—1/6 # 0,
— lokalt minimum om B/3—C/3—1/6 =0, ty i detta fall &r (A, B,C) = (1/8,—1/4,—-3/4)
och ddrmed A/2 — B/4=1/8 > 0.
Svar: Precis da (B+ C +1=0o0ch 24+ B <0) eller (A, B,C) =(1/8,—1/4,-3/4).

7. Sitt G(z) = [ g(t)dt for x € R. Da ér G'(z) = g(z), och eftersom vi antar att [*_g(t)dt &r

konvergent och déirmed att ffm g(t) dt och fooo g(t) dt bada &r konvergenta, foljer att grinsvirdena
lim,_, 4 G(x) existerar éndligt. Eftersom G dessutom &r kontinuerlig (till och med deriverbar)
finns det dérfor en konstant A > 0 sadan att |G(z)| < A for alla x.

Vidare, med integrerande faktor e“(*) far vi

d

y'(@)+g(@)yl@) = hx) < - (y(2) @) = h(z) 5@
< y(x) G@) y(0) eCGO0) 4 /Z h(t) oG gy
0

(eftersom y(0) =0) < y(z) = e*G(I)/ h(t) RelQpn
0

Vi far darfor

o0

) <ot [ " ()] Ade = ¢4 | moy

— 00 — 00

som ir oberoende av z och &ndligt (= C), eftersom [~ |h(t)|dt &r konvergent enligt antagandet.
Alltsa dr funktionen y begrinsad, vilket skulle bevisas.
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