SVAR M.M., ENVARIABELANALYS 2, TATA42, 2018-10-31

1 (a). ¥ — 22y = 2% . Eftersom (—22)' = —2z r e~ en integrerande faktor. D.v.s.
(™) =e " (y —2wy) = e (a%”) =2,

vilket ger
y(0) = 2 ger

£U3 2
Svar: y = (3 —|—2> e’ .

1(b).y= (%3 + 2) e®’ ger iy = 22 + 21 (% + 2) e®”. Insatt i y' — 2zy far vi

3 3
y — 20y = 2% + 22 (g + 2) e — 2 (g + 2) e = 2267

och

03
y(0) = (3 + 2) " =2¢0 =2,

vilket visar att 16sningen ar korrekt.

2.

Y =sinx

z |
/2 r=m
Det vinkelrédta avstandet mellan dz—elementet i bilden ovan och x = 7 r m — x, sa tyngdpunktens

vig vid rotationen &r 27 (m — x). Arean for dz—elementet dr (z — sinz)dz. Sa volymen blir enligt
Guldins regel:

" § 3 /2 8 _ 197 412
/ 27(m — x)(x — sinzx)dx = 27 T rcosz— 2 —zcosz +sinz :W(W ™+ )
0 2 3 0 6
312 12
Svar: am T )

6
3 (a). Med x =1+ ¢ far vi
fl@)=fA+t)=In(1+t) =t +O0{t*) =t + O(t") = (z — 1)’ + O((z — 1)*).
Svar: f(z) = (z — 1)3 + O((z — 1)%).
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3 (b). Eftersom
fl@) = f(1) = (= 1)°(1 + Oz - 1)),

s& ser vi att differensen f(x) — f(1) viixlar tecken niir vi gar fran o < 1 till > 1 ((z — 1)3 véixlar
tecken medan 1+ O(x — 1) inte gor det nira = = 1).

Svar: = 1 &r ingen extrempunkt.
3 (c). Eftersom g(z) = Inx uppfyller g(1) =0, ¢’(z) = 1/, ¢'(1) = 1 samt ¢"(z) = —1/2? far vi
fran Taylors sats med Lagranges restterm att

_ 2 _ 2 / 9"(&) 2\ _ 3 1 4

fl@)=(-1)"he=(z-1)"(g()+g D)z -1)+=>(-1)7)=(z-1) *2?2(17*1) ;

dar ¢ ligger mellan x och 1. S& om p(x) betecknar Taylorpolynomet av ordning 3 till f(z) i 1 har
vi

(&) - ple)] = ‘_222@_1)4 -

Notera nu att |z — 1| < 107! &r samma sak som att 0.9 < x < 1.1, s& £ > 0.9, vilket ger oss
uppskattningen:

|z — 1%

1 1
—lr—1*< —1* < 1074 <107
ezt T s gl — 1 s =5

2-0.92
om |z — 1| <107%
4. Eftersom homogenldsnignen ges av Ae® + Be 3% ska r® +ar+b= (r —1)(r +3) =r? +2r — 3.
D.v.is. a=2och b= —3.
y = xe” insatt i ¥y + 2y’ — 3y = (D — 1)(D + 3)y ger slutligen, via forskjutningsregeln,
(D —1)(D + 3)(xe”) = e*(D(D + 4)z) = 4e” = g(x).
Svar: a =2,b = —3 och g(z) = 4e”.

5 (a). 0 <Ilnz < x pa |1, o0 ger att

og/ ln—fda:g/ %dx,
1 T 1 2

och den sista integralen ar kiint konvergent. Sa enligt jamforelseprincipen fér positiva
integrander ar integralen konvergent.

(Notera att integralen ocksa kan beriknas exakt, t.ex. via variabelbytet = = e eller via partiell
integration, och har véirdet 1/4.)

Svar: Integralen &r konvergent.

5 (b). Vi anvinder rotkriteriet:

1/n 1/n |£L'|2 |£L’|2
—_— % —_—
3 3

n+3
n3

n+3x2n

— dd n — oo.
n 3"

Alltsa har vi konvergensradie v/3. Test av indpunkterna x = ++/3 ger, eftersom (n+3)/n® < 4/n?,
och 377 | L &r konvergent, att

~n+3(EV3)" n+3
Z n3 3n Z n3
n=1 n=1

ar konvergent. Alltsa konvergerar serien da —V3<z<V3.
Notera nu slutligen, eftersom alla termer &r positiva, att

Z n+3(V3)" Sn+3_~n+3 1+3 243 3+3 349
f(\/g)zz n3 3n :Z n3 ZZ 3 1 + ) 27 :ﬁ'

n=1 n=1 n=1

Svar: Summan konvergerar for x € [f\/g, \/?:]
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6. Uppskattningen |f(z) — 225" ?| < sin 2% samt sin 2% = O(2°) ger att
f(z) = 22" ™% + O(a9).
Detta ger i sin tur att om p(z) &r Maclaurinpolynomet av grad 5 till z%e
fla) = 2% + 0(2°) = (p(a) + O(%)) + O(z°) = p(z) + O(a®),
och entydighetssatsen ger nu att p(z) dven maste vara Maclaurinpolynomet till f(z) av ordning 5
(notera dock att inget av ovanstiende ger att f(z) = x%e8in®).
Vidare giller, eftersom ef =1+ ¢+ % + % + O(t*) och sinz = x — %3 + O(2°) att

sin x

sa giller

. z3 5
N +O0(z”) _

23 (z - "’“’—; + O(:c5))2 (1: - "”—; + O(x5))3 23 4
1+<x—6+(9(x5)>+ + +O<<x—+0(m5))>

2

1+x+%+(’)(az4).

Alltsa galler

2

4
f(zx) = 227 4 O(25) = 2? (1 +z+ % + O(w4)> + 025 =2 + 23 + % + O(").

4
Svar: f(z) = 2% + 2% + % + O(x%).
7. Eftersom 1+t < e giller for alla ¢ far vi

(1 + 2—a>(1 + 3—(1) o (1 + n—a) < e2"“ -63 o en*” — 62’”+3’“+~‘.+n’a.

Alltsa har produkten ett dndligt grinsvirde om lim, o0 Y p_o k™% < 00, vilket vi vet géller om
och endast om o > 1.
A andra sidan har vi

14+27)14+3% - 1+n"*)>142743“4---4+n" ¢

vilket man ser bara genom att expandera produkten (och att alla termer ar positiva). Alltsa far
vi att om produkten har dndligt grinsvirde si maste ocksé lim, oo Y 1o k™% < 00.
Sa slutsatsen &r att produkten konvergerar om och endast om « > 1.

Alternativ 16sning: Eftersom
(1427914379 (14 n~%) = eXr=z I+
giller for varje n, och varje term (1 + k=) > 1, ser vi att produkten konvergerar om och endast
om i In(1 + &~) ar konvergent.
k=2 .
Eftersom In(1 +t) = t + O(t?) ger en direkt jimférelse, i fallet o > 0, med Z k™ att detta

k=2
géller om och endast om o > 1. Om « < 0 sd gar termerna i serien inte mot noll och dérfoér ar
serien, och ddrmed &aven produkten, divergent.

Svar: o > 1.



