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Inga hjalpmedel. Losningarna ska vara fullstandiga, valmotiverade, ordentligt skrivna
och avslutade med ett svar.

Varje uppgift bedoms som godkéand eller underkand. Godkanda uppgifter ger sedan 2
eller 3 poidng medan underkénda ger 0 eller 1 poéng. For betyg 3/4/5 réacker 3/4/5
godkénda uppgifter och 8/12/16 poéng.

Svar finns efter skrivningstidens slut pa kursens hemsida.

1. Bestam alla losningar, i reell form, till differentialekvationen

y" — " + 4y — 4y = 5e” — 20x.

1 <1 2
2. (a) Visa att 5 < /0 1 i i7 dr < 3. (2p)
(b) Ange nagon potensserie Z crz™ som har konvergensradie R = 2. (1p)
k=0

3. Bestam en rationell approximation till talet

o1/
som har ett fel vars absolutbelopp ar hogst 107°. Approximationen far skrivas som
en summa av andligt manga rationella tal.

4. Bestam den funktion y(z) som i nagon omgivning till x = 0 léser differentialekva-

tionen 3
Cos 3x
y = 2 y(0) =1,

och Maclaurinutveckla y(z), med rest O(z*).

= k + sin(k7/2
5. Bevikna Y T IET/2)
k=0

6. Lat D,, = {(z,y) : 0 <ax < 1,2" <y <1}, darn = 1,2,3,.... Bestdm tyngd-
punkten (x,,y,) for D,, och undersok lim, (., yn)-

(=1)*
k+ |x|

ar konvergent for alla x € R, samt visa att

7. Visa att f(z) = Z
k=1

‘f(x) —f(y)| < |z —y| for alla z,y € R.

Aven en nagot samre uppskattning kan ge poing.
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1. Ekvationen &r linjar och har det karakteristiska polynomet
p(ry =1 —r*+4r —4=(r*+4)(r —1).
Saledes ges losningarna till den homogena ekvationen p(D)y, = 0 av
yn = Cr1e” + Cy cos 2x + Czsin 2x

enligt kénd sats. For att hitta partikuldrlosningar utnyttjar vi superpositionsprincipen
och hittar forst en 16sning till

p(D>yp1 = 5e*

Eftersom r =1 &r en (enkel)rot till p(r) sa forscker vi med ansatsen y,, = Axe®. Direkt
derivering visar att

p(D)(Axe”) = (3Ae” + Axe®) — (2Ae” 4+ Axe®) + (4Ae” + 4Aze”) — 4Axe® = 5Ae”,

sa om vi later A =1 gor det att hogerledet blir 5e*. Givetvis kan vi ansétta y,, = z(z)e”

istdllet och anvénda forskjutningssatsen (eller derivera pa likt ovan) istéllet.

For att hitta en partikulérlosning till
p(D)yp, = 20z
ansétter vi y,, = Ax + B. Insatt i ekvationen ger detta
p(D)(Ax + B) = 4A — 4(Ax + B) = —4Ax +4A — 4B,

sa —4A = —20 och 4A —4B = 0. Alltsa &r A = B = 5.
Svar: Cie” + Cs cos 2z + C3s8in 2z + xe® + bx + 5.

2. (a) Integranden &r positiv och integralen &r generaliserad i odndligheten. Vi ser direkt

att
Ool 2 11 2 11 0 1
/ T dxz/ T de/ + dr = —,
0 ]._".737 0 1+I7 0 1+1 2

vilket visar den forsta olikheten.

For att hitta en begransning uppat delar vi upp i tva delar. Eftersom
1 2 1
1 1+1
/ T dr < / -t dr =2
0 1+ x’ 0 140

001 2 0022 ood 1
/ T dxg/ i613622/ @ _ =
1 1+a7 .z’ . ox 2

0 1 4 2 |
/ T <24 <3
o 1427 2

och

sa ar




©  _k
b) Till exempel sa kommer L att ha konvergensradien R = 2. Vi kan se detta fran
ok
k=0
till exempel kvotkriteriet:

: G
lnfw| sdmg g @ ks
Svar: (a) Se ovan (b) t ex Z o
k=0

. Eftersom Z 7 = ¢! for allat € R sa &r
k=0

00 1 1 k N 1 1 k 00 1 1 k
1/5 _ i — i R

€ _Zk:! <5) o Zk:! <5) + Z k! (5>
k=0 k=0 k=Nl

. J/

~

approximation f:ﬂ

for alla positiva heltal N. Vi soker N sa att "felet” (svansen pa serien) blir < 107°. Vi ser
att serien &r positiv och

oo

> 1 /1\" 1 1 1\* 1 1
0 —_. (2] < . Z) = . )
<2 (5) = N+ 1) 5N+1;<5) (N1 4-5%

k=N+1

Genom att testa oss fram observerar vi att med N = 4 blir

1 L SRR S
(N+1)! 4.5 25.3.55  3.105 '

Saledes ar

S|
1/5
¢ ”25%!

k=0
med ett absolut fel pa hogst 107°.
Alternativt. Lat f(x) = e®. Da &r f(x) = e” for alla positiva heltal n och

2 3 ot et

_ r@  xr T e 5
flz)=142z+ 5 + a0 + 1 +5!x,
déar € ligger mellan 0 och x. Varfor ordning 47 Vi kommer strax till det. Vi vill approxime-
ra e'/®, si
1 1 1 1 et
Vs = f(1/5) =1+
A e T I P I TRE-URN oY)
~ ~ N =
approximation fel
dir ¢ ligger mellan 0 och 1/5. Eftersom e < e/? < e! < 3 54 ar
e 3 1
< = <107
‘ 120 - 5° 3-53.10% 125000 ’

sa ar det absoluta felet < 107°.

Svar: 1+ + 4 —— + -
var: - .
5 2.5 6.5 24.5%



4.

kvationen &r inte linjar mMgn N ordning ett. Vi skriver om ekvationen pa en form dér vi

kanN{grsoka separera variabldyga’
3 o 3 1
_ ST = YN cox3rdr < y—:C’+—sin3m.
y? 3 3

Vi soker ¥sgningen™r y(0) = 1, sa

Saledes blir \
< (DNsin 3z) %)
Emmelertid finns hér ett problem, day tktiskt inte\ dexiverbar dér sin 3x = —1, dvs
Wir © = —7/6 4 2nm/3 for n € Z. Faktwn S att ek\XjoNen inte ens &r definierad i
déssa punkter da y = 0 dar. Storsta mojliga deiy 'nsma d¢s dérfor av | — /6, m/2|
ftelom vi har villkoret att y(0) = 1.

of

321|12345
For att hitta MaclauriNutvdsingen har vi atminstone tva alternativ. Vi kan\ 8dera
direkta ta fram den fran dyansteende uttryck eller sa deriverar vi differentialekva u

implicit (under antagandet Wt 1oshigden faktiskt existerar, men det har vi precis Wga
1
Ifran begynnelsevillkoret har 1, sa y'(0) = = 1 (direkt ur ekvationgn

med x = 0 och y = 1). Vidare gé

sa y”(0) = —2. Vi deriverar en gang till:
—9cos3x  6sin3x
Yy (a) = /2 . y'(z) +

vilket ger att y3(0) = =9+ 4 +6 =

Alternativt. Standardutvecklingar ger att

1 — 5
173 1+§sin3x+?Sin23x+gsin33x
5

=1+ % (3:1: - <3? + O(w5>> + %1 (32 + O(z%))" + ol

323 5(3x)3
-1 2 CS\Yr) 4
+ 5 % + 31 + O(z"%)

3
:1—1—17—1'2—1—%—1—0(3:4)

y= (1+sin3z)

(33:



1
Svar: y = (1 +sin3z)"?, —7/6 < z < 7/2; y()—1+x—x2+6x3+0(:v4).

. Vi delar upp serien i tva delar. Under forutséttningen att vi visar att dessa ar konvergenta
sa ar det tillatet. Alltsa,

k+sin(kn/2) <=k <= sin k7r/2
Zg— "yt
k=0 k=0 k=0

Vi ser att sin(k7/2) = 0 om k #r jimn och sin((2] + 1)7/2) = (—1)! for [ € Z. Detta gor
att den andra serien kan skrivas

For att hantera den forsta serien, lat oss introducera potensserien f(z Z ka*. Kon-

vergensradien dr R = 1 (varfor?) och for |z < 1 géller att

- = d d & d 1 x
et =e Y g @) =gt = o (757) = e
k=0 k=0 k=0

Eftersom bada serierna ér konvergenta géller att

ikﬂin(lm/Q)zJ, 3 21
3k 410 20

k=0

21
Svar: —
20
. De olika omradena D,, uppfyller att D, C D, 1 och da n — oo sa kommer D,, att ndrma

sig en kvadrat. Rimligen borde vi forvinta oss att tyngdpunkten for D,, kommer att
1

1
22
skuggning innebér att den delen av omradet laggs till vid storre véarden pa n. For n =1 ar
omradet triangeln ovanfor linjen y = z och for "n = 00” dr omradet kvadraten [0, 1] x [0, 1].

narma sig da n — oco. Sekvensen D,, av omraden ser ut enligt nedan, dér ljusare



\
L4

Enklaste séttet att identifiera tyngdpunkterna &dr nog att anvinda Pappos-Guldins regler
bakldnges. Vi later A,, vara arean (den plana arean) av omradet D,,:

1_n
n+1 n+1

1
An:/(l—x”)dﬂczl—
0

Lat nu V,, , vara volymen som uppstar da D,, roterar ett varv kring z-axeln och V,, , vara
volymen som uppstar nér D,, roterar ett varv kring y-axeln. Om (x,,,y,) dr tyngdpunkten
i D, sa giller da att

Vn,m = 27Tyn : An och Vn,y = 2rx, An

Vi beréknar rotationsvolymerna. Med skivformeln erhaller vi att

! 1
_ 2 n\2 _ o
Vn’x_ﬁ/o (17 — (2™)%) dx 7r(1 2n+1)

och med rorformeln blir

! " 1 1 2
Voy=2m | z(l—2")de =271 |- — =7(1l- :
’ 0 2 n+2 n+ 2

Vi finner darmed att

Voo l=mg 20 n+l  n+tl

T A, T T2 Tl 2m 24l
och )
S Vow 1=w%  n n+l n+l
"Um A, 2L n+2 21 244
Med dessa uttryck ar det klart att
Ll 10 Ltl/n 1
n=or 5 och y, = =
T o4 2 N Y



da n — oo (precis som vi missténkte!).

Alternativt. Man kan dven anvidnda definitionen av tyngdpunkt direkt. For den som
ldst flervariabelanalys kanske denna variant dr naturligare. Omradet ser ungefir ut enligt
nedan (beroende pa n).

Y+ dy

L 2

::c ::13—|—d:13 1

Lat dA,(z) = (1 — 2") dz vara ett areaclement med syfte pa z, 0 <z < 1. Da géller att

n 2m+4 2m+4

1 [t 1 [t 1 /1 1 n+l n n+1
- A - _ ntl _— _— (= _ _
T An/o rdA,(x) An/o (r—2"") dx T (2 n+2)

P4 liknande sitt kan vi (eftersom y = 2" < 2 = y/" da 0 < x < 1) erhélla ett
areaelement med syfte pa y, 0 <y < 1, enligt dA,(y) = y'/"dy. Anvinder vi detta kan vi
se att

I I 1 1 n+1 n n+1
n — 5 dAn = — H_l/nd = = . = .
Y An/oy () An/oy Y A, 2+1/n n 2n+1 2n+1

1 1 11
Svaﬂ(xnﬂm)==<;;j_4,;;j;1>;($myn)—>(§,§) da n — oo.

. Serien dr alternerande (for varje x) och termernas belopp dr monotont avtagande mot noll
(for varje x):

(_1)k+1 _ (_1)k:
E+1+z|| = |k+ |z
for alla positiva heltal k£ och
(D] 1 o
= 0 da k — oc.
'k+|x| Fija) x0dak e




Enligt Leibniz kriterium &r serien saledes konvergent. Eftersom serien dr konvergent sa
géller att

B 00 (_1)k (_1)k B © v (k+ |yl — (k+]z|)
1010 =3 (50~ 1) = 20 (it )

k=1

N (=DF

= (=D 2 e

k=1

Om vi studerar termerna i denna serie lite nirmare ser vi att dven detta &r en Leibniz-serie
(serien alternerar och termernas belopp avtar mot noll), sa serien &r till beloppet begrénsad
av beloppet av forsta termen:

1
STrenar ) =

2.1 k+|a:\ k:+|y|>

Saledes kommer
[f(@) = F@)I < [lyl = lal] < |z =yl
dér vi anvande omvénda triangelolikheten i den sista olikheten.

Svar: se ovan.
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