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Inga hjälpmedel. Lösningarna ska vara fullständiga, välmotiverade, ordentligt skrivna
och avslutade med ett svar.

Varje uppgift bedöms som godkänd eller underkänd. Godkända uppgifter ger sedan 2
eller 3 poäng medan underkända ger 0 eller 1 poäng. För betyg 3/4/5 räcker 3/4/5
godkända uppgifter och 8/12/16 poäng.

Svar finns efter skrivningstidens slut p̊a kursens hemsida.

1. Bestäm alla lösningar, i reell form, till differentialekvationen

y′′′ − y′′ + 4y′ − 4y = 5ex − 20x.

2. (a) Visa att
1

2
≤
∫ ∞
0

1 + x2

1 + x7
dx ≤ 3. (2p)

(b) Ange n̊agon potensserie
∞∑
k=0

ckx
k som har konvergensradie R = 2. (1p)

3. Bestäm en rationell approximation till talet

e1/5

som har ett fel vars absolutbelopp är högst 10−5. Approximationen f̊ar skrivas som
en summa av ändligt många rationella tal.

4. Bestäm den funktion y(x) som i n̊agon omgivning till x = 0 löser differentialekva-
tionen

y′ =
cos 3x

y2
, y(0) = 1,

och Maclaurinutveckla y(x), med rest O(x4).

5. Beräkna
∞∑
k=0

k + sin(kπ/2)

3k
.

6. L̊at Dn = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, xn ≤ y ≤ 1}, där n = 1, 2, 3, . . .. Bestäm tyngd-
punkten (xn, yn) för Dn, och undersök limn→∞(xn, yn).

7. Visa att f(x) =
∞∑
k=1

(−1)k

k + |x|
är konvergent för alla x ∈ R, samt visa att

∣∣f(x)− f(y)
∣∣ ≤ |x− y| för alla x, y ∈ R.

Även en n̊agot sämre uppskattning kan ge poäng.
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1. Ekvationen är linjär och har det karakteristiska polynomet

p(r) = r3 − r2 + 4r − 4 = (r2 + 4)(r − 1).

S̊aledes ges lösningarna till den homogena ekvationen p(D)yh = 0 av

yh = C1e
x + C2 cos 2x+ C3 sin 2x

enligt känd sats. För att hitta partikulärlösningar utnyttjar vi superpositionsprincipen
och hittar först en lösning till

p(D)yp1 = 5ex.

Eftersom r = 1 är en (enkel)rot till p(r) s̊a försöker vi med ansatsen yp1 = Axex. Direkt
derivering visar att

p(D)(Axex) = (3Aex + Axex)− (2Aex + Axex) + (4Aex + 4Axex)− 4Axex = 5Aex,

s̊a om vi l̊ater A = 1 gör det att högerledet blir 5ex. Givetvis kan vi ansätta yp1 = z(x)ex

istället och använda förskjutningssatsen (eller derivera p̊a likt ovan) istället.

För att hitta en partikulärlösning till

p(D)yp2 = −20x

ansätter vi yp2 = Ax+B. Insatt i ekvationen ger detta

p(D)(Ax+B) = 4A− 4(Ax+B) = −4Ax+ 4A− 4B,

s̊a −4A = −20 och 4A− 4B = 0. Allts̊a är A = B = 5.

Svar: C1e
x + C2 cos 2x+ C3 sin 2x+ xex + 5x+ 5.

2. (a) Integranden är positiv och integralen är generaliserad i oändligheten. Vi ser direkt
att ∫ ∞

0

1 + x2

1 + x7
dx ≥

∫ 1

0

1 + x2

1 + x7
dx ≥

∫ 1

0

1 + 0

1 + 1
dx =

1

2
,

vilket visar den första olikheten.

För att hitta en begränsning upp̊at delar vi upp i tv̊a delar. Eftersom∫ 1

0

1 + x2

1 + x7
dx ≤

∫ 1

0

1 + 1

1 + 0
dx = 2

och ∫ ∞
1

1 + x2

1 + x7
dx ≤

∫ ∞
1

2x2

x7
dx = 2

∫ ∞
1

dx

x5
=

1

2

s̊a är ∫ ∞
0

1 + x2

1 + x7
dx ≤ 2 +

1

2
≤ 3.



(b) Till exempel s̊a kommer
∞∑
k=0

xk

2k
att ha konvergensradien R = 2. Vi kan se detta fr̊an

till exempel kvotkriteriet:

1 > lim
k→∞

∣∣∣∣xk2k

∣∣∣∣1/k = lim
k→∞

|x|
2

=
|x|
2

⇔ |x| < 2.

Svar: (a) Se ovan (b) t ex
∞∑
k=0

xk

2k
.

3. Eftersom
∞∑
k=0

tk

k!
= et för alla t ∈ R s̊a är

e1/5 =
∞∑
k=0

1

k!
·
(

1

5

)k
=

N∑
k=0

1

k!
·
(

1

5

)k
︸ ︷︷ ︸
approximation

+
∞∑

k=N+1

1

k!
·
(

1

5

)k
︸ ︷︷ ︸

fel

för alla positiva heltal N . Vi söker N s̊a att ”felet” (svansen p̊a serien) blir < 10−5. Vi ser
att serien är positiv och

0 <
∞∑

k=N+1

1

k!
·
(

1

5

)k
≤ 1

(N + 1)!
· 1

5N+1

∞∑
k=0

(
1

5

)k
=

1

(N + 1)!
· 1

4 · 5N
.

Genom att testa oss fram observerar vi att med N = 4 blir

1

(N + 1)!
· 1

4 · 5N
=

1

25 · 3 · 55
=

1

3 · 105
< 10−5.

S̊aledes är

e1/5 ≈
4∑

k=0

1

5k k!

med ett absolut fel p̊a högst 10−5.

Alternativt. L̊at f(x) = ex. D̊a är f (n)(x) = ex för alla positiva heltal n och

f(x) = 1 + x+
x2

2
+
x3

3!
+
x4

4!
+
eξ

5!
x5,

där ξ ligger mellan 0 och x. Varför ordning 4? Vi kommer strax till det. Vi vill approxime-
ra e1/5, s̊a

e1/5 = f(1/5) = 1 +
1

5
+

1

2 · 52
+

1

6 · 53
+

1

24 · 54︸ ︷︷ ︸
approximation

+
eξ

120 · 55︸ ︷︷ ︸
fel

,

där ξ ligger mellan 0 och 1/5. Eftersom eξ ≤ e1/5 < e1 < 3 s̊a är∣∣∣∣ eξ

120 · 55

∣∣∣∣ < 3

3 · 53 · 103
=

1

125000
< 10−5,

s̊a är det absoluta felet < 10−5.

Svar: 1 +
1

5
+

1

2 · 52
+

1

6 · 53
+

1

24 · 54
.



4. Ekvationen är inte linjär men av ordning ett. Vi skriver om ekvationen p̊a en form där vi
kan försöka separera variablerna:

y′ =
cos 3x

y2
⇒

∫
y2 dy =

∫
cos 3x dx ⇔ y3

3
= C +

1

3
sin 3x.

Vi söker lösningen där y(0) = 1, s̊a

1

3
= C + 0.

S̊aledes blir
y = (1 + sin 3x)1/3 , x ∈ R.

Emmelertid finns här ett problem, d̊a y faktiskt inte är deriverbar där sin 3x = −1, dvs
när x = −π/6 + 2nπ/3 för n ∈ Z. Faktum är att ekvationen inte ens är definierad i
dessa punkter d̊a y = 0 där. Största möjliga definitionsmängd ges därför av ]− π/6, π/2[
eftersom vi har villkoret att y(0) = 1.

x

y

1

−5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5

För att hitta Maclaurinutvecklingen har vi åtminstone tv̊a alternativ. Vi kan endera
direkta ta fram den fr̊an ovanst̊aende uttryck eller s̊a deriverar vi differentialekvationen
implicit (under antagandet att lösningen faktiskt existerar, men det har vi precis visat).

Ifr̊an begynnelsevillkoret har vi att y(0) = 1, s̊a y′(0) =
1

12
= 1 (direkt ur ekvationen

med x = 0 och y = 1). Vidare gäller att

y′′(x) =
−3 sin 3x

y2
− 2 cos 3x

y3
· y′(x)

s̊a y′′(0) = −2. Vi deriverar en g̊ang till:

y(3)(x) =
−9 cos 3x

y2
+

6 sin 3x

y3
· y′(x) +

6y′(x) sin 3x− 2y′′(x) cos 3x

y3
+

6 cos 3x

y4
· y′(x)2,

vilket ger att y(3)(0) = −9 + 4 + 6 = 1. Direkt insättning i Maclaurins formel visar att

y(x) = y(0) + y′(0)x+
y′′(0)

2
x2 +

y(3)(0)

3!
x3 +O(x4) = 1 + x− x2 +

1

6
x3 +O(x4).

Alternativt. Standardutvecklingar ger att

y = (1 + sin 3x)1/3 = 1 +
1

3
sin 3x+

−1

9
sin2 3x+

5

81
sin3 3x+O(sin4 3x)

= 1 +
1

3

(
3x− (3x)3

6
+O(x5)

)
+
−1

9

(
3x+O(x3)

)2
+

5

81

(
3x+O(x3)

)3
+O(x4)

= 1 + x− 3x3

2
− x2 +

5(3x)3

81
+O(x4)

= 1 + x− x2 +
x3

6
+O(x4)



Svar: y = (1 + sin 3x)1/3, −π/6 < x < π/2; y(x) = 1 + x− x2 +
1

6
x3 +O(x4).

5. Vi delar upp serien i tv̊a delar. Under förutsättningen att vi visar att dessa är konvergenta
s̊a är det till̊atet. Allts̊a,

∞∑
k=0

k + sin(kπ/2)

3k
=
∞∑
k=0

k

3k
+
∞∑
k=0

sin(kπ/2)

3k
.

Vi ser att sin(kπ/2) = 0 om k är jämn och sin((2l + 1)π/2) = (−1)l för l ∈ Z. Detta gör
att den andra serien kan skrivas

∞∑
k=0

sin(kπ/2)

3k
=
∞∑
l=0

(−1)l

32l+1
=

1

3

∞∑
l=0

(
−1

9

)l
=

1

3
· 1

1 + 1/9
=

3

10
.

För att hantera den första serien, l̊at oss introducera potensserien f(x) =
∞∑
k=0

kxk. Kon-

vergensradien är R = 1 (varför?) och för |x| < 1 gäller att

∞∑
k=0

kxk = x
∞∑
k=0

d

dx

(
xk
)

= x
d

dx

∞∑
k=0

xk = x
d

dx

(
1

1− x

)
=

x

(1− x)2
.

Med x =
1

3
erh̊aller vi att

∞∑
k=0

k

3k
=

1/3

(1− 1/3)2
=

3

4
.

Eftersom b̊ada serierna är konvergenta gäller att

∞∑
k=0

k + sin(kπ/2)

3k
=

3

4
+

3

10
=

21

20
.

Svar:
21

20
.

6. De olika omr̊adena Dn uppfyller att Dn ⊂ Dn+1 och d̊a n→∞ s̊a kommer Dn att närma
sig en kvadrat. Rimligen borde vi förvänta oss att tyngdpunkten för Dn kommer att

närma sig

(
1

2
,

1

2

)
d̊a n→∞. Sekvensen Dn av omr̊aden ser ut enligt nedan, där ljusare

skuggning innebär att den delen av omr̊adet läggs till vid större värden p̊a n. För n = 1 är
omr̊adet triangeln ovanför linjen y = x och för ”n =∞” är omr̊adet kvadraten [0, 1]× [0, 1].



Enklaste sättet att identifiera tyngdpunkterna är nog att använda Pappos-Guldins regler
baklänges. Vi l̊ater An vara arean (den plana arean) av omr̊adet Dn:

An =

∫ 1

0

(1− xn) dx = 1− 1

n+ 1
=

n

n+ 1
.

L̊at nu Vn,x vara volymen som uppst̊ar d̊a Dn roterar ett varv kring x-axeln och Vn,y vara
volymen som uppst̊ar när Dn roterar ett varv kring y-axeln. Om (xn, yn) är tyngdpunkten
i Dn s̊a gäller d̊a att

Vn,x = 2πyn · An och Vn,y = 2πxn · An.

Vi beräknar rotationsvolymerna. Med skivformeln erh̊aller vi att

Vn,x = π

∫ 1

0

(12 − (xn)2) dx = π

(
1− 1

2n+ 1

)
och med rörformeln blir

Vn,y = 2π

∫ 1

0

x(1− xn) dx = 2π

(
1

2
− 1

n+ 2

)
= π

(
1− 2

n+ 2

)
.

Vi finner därmed att

yn =
Vn,x

2π · An
=

1− 1
2n+1

2n
n+1

=
2n

2n+ 1
· n+ 1

2n
=

n+ 1

2n+ 1

och

xn =
Vn,y

2π · An
=

1− 2
n+2

2n
n+1

=
n

n+ 2
· n+ 1

2n
=

n+ 1

2n+ 4
.

Med dessa uttryck är det klart att

xn =
1 + 1/n

2 + 4/n
→ 1

2
och yn =

1 + 1/n

2 + 1/n
→ 1

2
,



d̊a n→∞ (precis som vi misstänkte!).

Alternativt. Man kan även använda definitionen av tyngdpunkt direkt. För den som
läst flervariabelanalys kanske denna variant är naturligare. Omr̊adet ser ungefär ut enligt
nedan (beroende p̊a n).

y = xn

1x x+ dx

1

y

y + dy

L̊at dAn(x) = (1− xn) dx vara ett areaelement med syfte p̊a x, 0 ≤ x ≤ 1. D̊a gäller att

xn =
1

An

∫ 1

0

x dAn(x) =
1

An

∫ 1

0

(x−xn+1) dx =
1

An

(
1

2
− 1

n+ 2

)
=
n+ 1

n
· n

2n+ 4
=

n+ 1

2n+ 4
.

P̊a liknande sätt kan vi (eftersom y = xn ⇔ x = y1/n d̊a 0 ≤ x ≤ 1) erh̊alla ett
areaelement med syfte p̊a y, 0 ≤ y ≤ 1, enligt dAn(y) = y1/ndy. Använder vi detta kan vi
se att

yn =
1

An

∫ 1

0

y dAn(y) =
1

An

∫ 1

0

y1+1/n dy =
1

An
· 1

2 + 1/n
=
n+ 1

n
· n

2n+ 1
=

n+ 1

2n+ 1
.

Svar: (xn, yn) =

(
n+ 1

2n+ 4
,
n+ 1

2n+ 1

)
; (xn, yn)→

(
1

2
,
1

2

)
d̊a n→∞.

7. Serien är alternerande (för varje x) och termernas belopp är monotont avtagande mot noll
(för varje x): ∣∣∣∣ (−1)k+1

k + 1 + |x|

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ (−1)k

k + |x|

∣∣∣∣
för alla positiva heltal k och∣∣∣∣ (−1)k

k + |x|

∣∣∣∣ =
1

k + |x|
↘ 0 d̊a k →∞.



Enligt Leibniz kriterium är serien s̊aledes konvergent. Eftersom serien är konvergent s̊a
gäller att

f(x)− f(y) =
∞∑
k=1

(
(−1)k

k + |x|
− (−1)k

k + |y|

)
=
∞∑
k=1

(−1)k
(
k + |y| − (k + |x|)
(k + |x|)(k + |y|)

)
= (|y| − |x|)

∞∑
k=1

(−1)k

(k + |x|)(k + |y|)
.

Om vi studerar termerna i denna serie lite närmare ser vi att även detta är en Leibniz-serie
(serien alternerar och termernas belopp avtar mot noll), s̊a serien är till beloppet begränsad
av beloppet av första termen:∣∣∣∣∣

∞∑
k=1

(−1)k

(k + |x|)(k + |y|)

∣∣∣∣∣ ≤ 1

(1 + |x|)(1 + |y|)
≤ 1.

S̊aledes kommer
|f(x)− f(y)| ≤

∣∣|y| − |x|∣∣ ≤ |x− y|,
där vi använde omvända triangelolikheten i den sista olikheten.

Svar: se ovan.
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