Losningsforslag till TATA42-tentan 2018-06-02.

1. Da ekvationen &r linjér av forsta ordningen 16ses den enklast med hjélp av integrerande
faktor (I.F.). Skriv forst ekvationen pa standardform.
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1+227 " 1422 itz

For att ta fram integererande faktorn berdknar vi

(1+2%)y —azy=V1+a2 = ¢ —
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Mulitplikation av ekvationen med I.F. ger att

d 1 1 1 1
_ — . = =
dz (\/1+x2y> Vitaz? Vi4a22 1+a?

1
— ————y=arctanz +C <= y=+/1+a2(arctanz + C).
Tt \% ( )

Villkoret att losningen skall ga genom punkten (0, 1) betyder att y(0) = 1 vilket ger
y(0) = m(arctaHO +C0)=C=1

sa att y(z) = V1 + 22(1 + arctan ).
2. Vi borjar med en tydlig figur.

Yy
<’>\A_4
| dA = (f(z) +2)dz

f(ﬂ?) T9

z+1

r=—1
Med hjélp av denna figur och Pappos-Guldins regel far vi rotationsvolymen
3

dV = T.Pss viig - dA = 2m(z + 1)(f(2) + 2)de — V = [ dV = 27T/1(a?—|— D)(f(2) + 2) da.



3.

Vi ritar en kopia av tidigare figur och infor lite nya betckningar:

Med hjélp av denna figur och Pappos-Guldins regel far vi rotationsarean

dA, = T.P:s viig - ds = 2m(z + 1)/ 1 + (f'(2))*dz =

:>A1:/dA1:27r/3(x+1) 1+ (f'(z))*da.

-1
Da radien pa bottenplattan dr 4 blir rotationskroppens totala begrinsningsarea

3
A=742+ A = 167 + 27r/ (z+ 1)/ 1+ (f'(x))da.
-1

(a) Vi borjar med att Maclaurinutveckla funktionerna i téljaren t.o.m ordning 3, d.v.s.
med restterm av lagst grad 4.

cos (In (1 + 2z)) = cos (23: — %(2%)2 +0 (x3)> = cos (22 — 22* + O (%)) =
=1- % (22 — 22+ O (x?’))2 + 0O ((Zx — 222+ 0 (x?’))4) =

—1- % ((22)* — 2-22-22° + O (z%)) + O (:c“ (2-22+0 (9«“2))4) =
:1—2x2—|—4$3—|—0($4)
e = 1-222 4 0 ((-209)7) =1- 227+ 0 (a*).

Vi far
cos (In (1 4 2z)) — e~ 1-222 4423+ O (z%) = (1 =222 + O (z%))
a3 - 23 =
43 4
- ””Z?(x) 4+ O() =4

da z — 0.



(b) Vi ska undersoka om integralen dr absolutkonvergent, sa vi betraktar
cos T

1 cosx ! 1 cosz
—— | dx = —— | dx + —
o |Vx+ad 0 |V +ad 1|Vt ad
dér integralen &r generaliserad i bade 0 och oo och darfér maste delas upp i tva.
For 0 <z <1 har vi

dzx,

Cos T 1

1
< < —
Ve+a®| T Vo +axd T Jx

ty |cosz| < 1 och v/z + x° > /2. Saledes &r
cos T

1 1
1
0< —— | dx < —d
—/0 JT + 15 :”—/0\/59”

och vi vet att den sista integralen #r konvergent enligt Sats 10.12 (b), sid 456,

0<|

1
a:§<1. For x > 1 ar

1 1

cos T
0<

~|\Vr+ad

_\/E—‘—[EE)_.TS’
ty |cosz| < 1 och vz +2° > 25, sa

o0 oo
0< / ST dx < / i dx,
1 \/.E + $5 1 1‘5
dir vi vet att den sista integralen dr konvergent enligt Sats 10.12 (a), sid 456,
a=>5>1.

*  cosx

Alltsa ar hela integralen —=—— dx absolutkonvergent.

0 \/E +x
(a) For alla k > 0 géller

L . <<3>k—b
ARt s o) T

o0
Da Z by dr en geometrisk summa med kvot 3/5 och forsta term 1 ger Sats 10.3,

k=0
sid 439 att serien &dr konvergent och

(2 -t
5)  1-3 2
o0 k

3 5
Foljaktligen ar Z T bade konvergent och < 3 enligt Sats 10.6, sid 443.
k=0




(b) Vi anvénder rotkriteriet fér att bestdmma konvergensradien.

1/k
T B VL S S N SRS S
4k(1 k 4 1/k 4 1/k 1/k 4
FRL e T (g
1
~

da k — oo med hénvisning till standardgransvirden. Foljaktligen dr potensserien
2
absolutkonvergent da |3:4| < 1dwvs. |z| <2 och divergent da |z| > 2.

Aterstar att undersoka z = +2 som ju bada ger samma serie,

0 :|:2)2k B 0 (_1)k4k B S (_1)1:
Z 4k +\f) Z‘34k(1+\/E) _ZH&

=0 k=0

som &r konvergent enligt Sats 10.10, sid 452 (Leibniz kriterium); serien dr alter-

1
+Vk

nerande och termernas belopp =

avtar mot 0 da k — oo. Foljaktligen &r

serien konvergent da |z| < 2.

5. Vi taylorutvecklar de ingaende funktionerna kring x = 1 och bérjar med ndmnaren,
N(z) for att se hur langt vi behover utveckla.

N(z) = sinrz, N(1) =sinm =0,

N'(z) = wcos Tz, N'(1) = mcosm = —.
Taylors formel ger da
sinrz = —7w(z — 1) + O ((x — 1)?).

Alltsa ricker det med taylorutveckling av ordning 1.

1
Ti(x) = arctan T1(1) = arctan 2

x+1’
1 ~1 1 1
T/ — = — /]_ - —=.
1) ( 1 >2(x+1)2 (r+1)2+1 ()=
1+
z+1

Taylors formel ger igen att

= aurctan1 — 1(g[; ~-1)+0 ((a: _ 1)2)

arctan 1 5 5
Vidare,
Ts(x) = arctan T5(1) = arctan
1 1 2 2
TY() = o Ty =2
1+ (5)

Taylors formel en sista gang ger att

1 2
arctang = arctan 5t 3(:3 ~1)+0((xz—1)%).



Foljaktligen

x
arctan — arctan 5

T+
sin Tx
arctan 3 — +(z — 1) + O ((z — 1)?) — (arctan § + 2(z — 1) + O ((z — 1)?)) B

—m(x—1)+ O ((x —1)3)
—2@-1)+0((z—1)?) —24+0(@x-1)

_3
TSmO | 0@ -19 b

oo
. Ansitt y = Z arz® = ag + a1 + agz® + ... och beriikna y' och y".

k=0
Sats 10.16 (b), sid 465 ger

o0 o0
y = Z kapz" ' = o/ = Z k(k — 1)aka:k72.
k=1 k=2

. . . . . . oo Vi
Inséttning i ekvationen ger efter omnumrering av serien for " att

o0 o0 o0
y" — 32y — 9y = Z k(k — 1)ak:ck_2 -3 Z kapzF Tt —9 Z apzi Tt =
k=2 k=1 k=0
oo

= > (k+3)(k+2arsz™ =D (3k + 9)apa* ! — 9agx =
k=—1 k=1

= 2-1-a2 + 3-2-a3z — Yapz + Z ((k+3)(k + 2)apys — 3(k + 3)ay,) 1 =
k=1

= 2az + 3(2a3 — 3ap)z + Z(kz +3) ((k + 2)agrs — 3az) 2" = 0.
k=1

2 heo cra®

Da sista radens vénsterled i sig dr en potensserie som skall vara maclaurinserie for
0-funktionen maste alla koefficienterna, c; i denna potensserie vara 0, d.v.s.

aozy(O):O,a1 :y,(O):l,QGQZO <— a3 =0, 2a3—3a0=0 < a3=0

och for £ > 1 fas rekursionsformeln

(k+2)agys —3ar, =0 < apy3 = k—?—Qak'
Detta ger
k=1 a4—ga1:1, k=2 G5IZG2=0, k=3 a6:§a3:07
k=4: a7—%a4:%, k=5: agzgag,:O, k=6 : a9:%a6:0,
k=7 alO—gCW_é‘%:%y k=8 aszl%as:(), k=9 alzzl%ag:o,
k=10 : alg—%alo—i%:%, k=11 a11=%a11=0,



Vi ser att de enda k-virden som ger nollskild koefficient #r de dér k£ kan skrivas som

k =3m+1 och att ag—3m+1 = —- Insdttning av k£ = 3m + 1 i rekursionsformeln ger da
m!

3 1 1 1

A@EmA1+3 = Bm+ )+l = (g T T o MmN T (mt 1)

vilket bekriftar monstret. Foljaktligen ar
o0 oo oo 1
y(x) = Zakxk = [Endast Af—3mr1 7 0} = Z a3m+1x3m+l =z Z mx?’m
k=0 m=0 m=0

och serien dr konvergent for alla x € R enligt, till exempel, kvotkriteriet:

23m ) [ (m 1)1

lim ey

m—00

m—00

= lim '
vilket ger en oéndlig konvergensradie.

Anmdrkning: notera dven att

. Vi startar med ekvationen y' + g(z)y = V1 + 22, y(0) = 0. Eftersom y #r en losning
for x > 0 &r y kontinuerligt deriverbar fér x > 0. Inséttning av x = 0 i ekvationen ger
att ¥'(0) + g(0)y(0) = 4/ (0) + g(0)-0 = y'(0) = v/1+ 02 = 1. D4 y(0) = 0 och y'(0) = 1
finns ett 6ppet intervall I med 0 som vénstra d&ndpunkt dar y(z) > 0. Vi antar att y
vixlar tecken och visar att det leder till en motségelse. I sa fall 4r vart antagande om
att y har ett nollstille fel och ddrmed maste y(x) vara positiv fér alla x > 0 eftersom
vi visat att y(z) > 0 pa intervallet I ovan.

Antag att xo dr det forsta nollstéllet. Da &r y(z) > 0 for 0 < 2 < ¢ och inséttning av
xq 1 ekvationen ger

y'(z0) + g(wo)y(zo) = y'(z0) + g(20)0 = ¢/ (w0) = /1 + xF > 1.

Eftersom 3 éir kontinuerlig och 4/ (x¢) > 1 maste 3/ (x) vara > 0 dven i en omgivning av
xo. Det skulle innebéra att den till vinster om z( positiva funktionen y(z) vixer mot
0. Detta dr uppenbarligen en motségelse och foljaktligen dr y(x) > 0 for x > 0.

Vi observerar att dven z(z) > 0 for x > 0 med samma bevis som ovan. For att visa att
y(x) > z(x) studerar vi y — 2z och siitter in i den forsta ekvationen. Vi far

(y—2) +9(@)(y—2) =y +g(@)y — (' + g(x)2) =
= V1+22— (7 +h@)z — h(z)z + g(z)2) =
V12— (V152 - (h(a) — g(a))2) =

= (h(z) = g(x))z >0

—(
—(

enligt forutséittningarna och det som just visats om z, dvs y — z uppfyller en forsta
ordningens differentialekvation av samma typ som y och z gor. Observera att det enda
som var viktigt med det ursprungliga hogerledet \/1 + 22 var att det var positivt for
alla . Foljaktligen kommer samma bevis ytterligare en gang att ge att y(z) — z(z) > 0
for z > 0, d.v.s. y(x) > z(x) fér > 0. V.S.B.



Man kan ocksa visa detta genom att skriva upp och studera den formella 16sningen. Lat
G(z) vara en primitiv funktion till g. D y(0) = 0 och I.F. = ™) fas att

4 (6@, — G\ /15 22 .

dz (e y) = I+ — y(z)=e @ / e“O\/1 + 12 dt.
y(0) =0 0

Da integralen av en positiv funktion &r positiv och da e ¢ > 0 for alla z foljer det

direkt att y(z) > 0 for = > 0. Att y(z) > z(z) visas p.s.s. som ovan genom att upprepa

resonemanget pa y — z.



