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Inga hjälpmedel. Lösningarna ska vara fullständiga, välmotiverade, ordentligt skrivna och
avslutade med ett svar.

Varje uppgift bedöms som godkänd eller underkänd. Godkända uppgifter ger sedan 2 eller
3 poäng medan underkända ger 0 eller 1 poäng. För betyg 3/4/5 räcker 3/4/5 godkända
uppgifter och 8/12/16 poäng.

Svar finns efter skrivningstidens slut p̊a kursens hemsida.

1. Bestäm den lösning till differentialekvationen

(1 + x2)y′ − xy =
√

1 + x2

som g̊ar genom punkten (0, 1).

2. Om funktionen f vet man följande: f är kontinuerligt deriverbar och avtagande för
x ∈ [−1, 3], f(−1) = 4 och f(3) = −2. L̊at D vara det begränsade omr̊ade som av-
gränsas av linjerna x = −1, y = −2 och kurvan y = f(x), −1 ≤ x ≤ 3. Betrakta den
rotationskropp som uppst̊ar d̊a omr̊adet D roteras ett varv kring linjen x = −1. Ange

• rotationskroppens volym,

• arean av kroppens begränsningsyta

som integraler. (Den cirkulära bottenplattans area behöver ej anges som integral men
skall vara med i ditt svar. Tydlig(a) figur(er) krävs!)

3. (a) Beräkna (1 p)

lim
x→0

cos (ln (1 + 2x))− e−2x
2

x3
.

(b) Är integralen (2 p)
∫

∞

0

cos x
√
x+ x5

dx

absolutkonvergent?

4. (a) Visa att (1 p)
∞
∑

k=0

3k

4k + 5k
≤

5

2
.

(b) För vilka x ∈ R konvergerar serien (2 p)

∞
∑

k=0

(−1)kx2k

4k(1 +
√
k)

?

Var god vänd!



5. Beräkna, t.ex. genom att använda Taylors formel, gränsvärdet

lim
x→1

arctan
1

x+ 1
− arctan

x

2
sinπx

.

6. Lös differentialekvationen

y′′ − 3x2y′ − 9xy = 0, y(0) = 0, y′(0) = 1,

t.ex. genom att ansätta en potensserie.

7. Funktionerna h(x) och g(x) är kontinuerliga och h(x) > g(x) > 0. Vidare, y(x) och z(x)
är lösningar till differentialekvationerna

y′ + g(x)y =
√

1 + x2, y(0) = 0 respektive z′ + h(x)z =
√

1 + x2, z(0) = 0

för x ≥ 0. Visa först att y(x) > 0 för alla x > 0 och sedan att y(x) > z(x) > 0 för alla
x > 0.



Lösningsförslag till TATA42-tentan 2018-06-02.

1. D̊a ekvationen är linjär av första ordningen löses den enklast med hjälp av integrerande
faktor (I.F.). Skriv först ekvationen p̊a standardform.

(1 + x2)y′ − xy =
√

1 + x2 ⇐⇒ y′ −
x

1 + x2
y =

√
1 + x2

1 + x2
=

1
√
1 + x2

.

För att ta fram integererande faktorn beräknar vi

−
∫

x

1 + x2
dx = −

1

2
ln (1 + x2) = ln

1
√
1 + x2

=⇒ I.F. = e
ln 1

√

1+x2 =
1

√
1 + x2

.

Mulitplikation av ekvationen med I.F. ger att

d

dx

(

1
√
1 + x2

y

)

=
1

√
1 + x2

·
1

√
1 + x2

=
1

1 + x2
⇐⇒

⇐⇒
1

√
1 + x2

y = arctanx+ C ⇐⇒ y =
√

1 + x2(arctanx+ C).

Villkoret att lösningen skall g̊a genom punkten (0, 1) betyder att y(0) = 1 vilket ger

y(0) =
√

1 + 02(arctan 0 + C) = C = 1

s̊a att y(x) =
√

1 + x2(1 + arctanx).

2. Vi börjar med en tydlig figur.

y

x

x = −1

x+ 1 1 2 3

1

2

3

4

−1

y = −2

dA = (f(x) + 2)dx

f(x)

y = f(x)

Med hjälp av denna figur och Pappos-Guldins regel f̊ar vi rotationsvolymen

dV = T.P:s väg · dA = 2π(x+ 1)(f(x) + 2)dx =⇒ V =

∫

dV = 2π

∫ 3

−1
(x+ 1)(f(x) + 2) dx.



Vi ritar en kopia av tidigare figur och inför lite nya betckningar:

y

x

x = −1

1 2 3

1

2

3

4

−1

y = −2

y = f(x)

ds

1 + x

x

4

Med hjälp av denna figur och Pappos-Guldins regel f̊ar vi rotationsarean

dA1 = T.P:s väg · ds = 2π(x+ 1)

√

1 + (f ′(x))2dx =⇒

=⇒ A1 =

∫

dA1 = 2π

∫ 3

−1
(x+ 1)

√

1 + (f ′(x))2dx.

D̊a radien p̊a bottenplattan är 4 blir rotationskroppens totala begränsningsarea

A = π42 +A1 = 16π + 2π

∫ 3

−1
(x+ 1)

√

1 + (f ′(x))2dx.

3. (a) Vi börjar med att Maclaurinutveckla funktionerna i täljaren t.o.m ordning 3, d.v.s.
med restterm av lägst grad 4.

cos (ln (1 + 2x)) = cos

(

2x−
1

2
(2x)2 +O

(

x3
)

)

= cos
(

2x− 2x2 +O
(

x3
))

=

= 1−
1

2

(

2x− 2x2 +O
(

x3
))2

+O
(

(

2x− 2x2 +O
(

x3
))4

)

=

= 1−
1

2

(

(2x)2 − 2·2x·2x2 +O
(

x4
))

+O
(

x4
(

2− 2x+O
(

x2
))4

)

=

= 1− 2x2 + 4x3 +O
(

x4
)

e−2x2

= 1− 2x2 +O
(

(

−2x2
)2
)

= 1− 2x2 +O
(

x4
)

.

Vi f̊ar

cos (ln (1 + 2x))− e−2x2

x3
=

1− 2x2 + 4x3 +O
(

x4
)

−
(

1− 2x2 +O
(

x4
))

x3
=

=
4x3 +O

(

x4
)

x3
= 4 +O (x) → 4

d̊a x → 0.



(b) Vi ska undersöka om integralen är absolutkonvergent, s̊a vi betraktar

∫

∞

0

∣

∣

∣

∣

cosx
√
x+ x5

∣

∣

∣

∣

dx =

∫ 1

0

∣

∣

∣

∣

cosx
√
x+ x5

∣

∣

∣

∣

dx+

∫

∞

1

∣

∣

∣

∣

cosx
√
x+ x5

∣

∣

∣

∣

dx,

där integralen är generaliserad i b̊ade 0 och ∞ och därför m̊aste delas upp i tv̊a.
För 0 < x ≤ 1 har vi

0 ≤
∣

∣

∣

∣

cosx
√
x+ x5

∣

∣

∣

∣

≤
1

√
x+ x5

≤
1
√
x
,

ty | cosx| ≤ 1 och
√
x+ x5 ≥

√
x. S̊aledes är

0 ≤
∫ 1

0

∣

∣

∣

∣

cosx
√
x+ x5

∣

∣

∣

∣

dx ≤
∫ 1

0

1
√
x
dx

och vi vet att den sista integralen är konvergent enligt Sats 10.12 (b), sid 456,

α=
1

2
<1. För x > 1 är

0 ≤
∣

∣

∣

∣

cosx
√
x+ x5

∣

∣

∣

∣

≤
1

√
x+ x5

≤
1

x5
,

ty | cosx| ≤ 1 och
√
x+ x5 ≥ x5, s̊a

0 ≤
∫

∞

1

∣

∣

∣

∣

cosx
√
x+ x5

∣

∣

∣

∣

dx ≤
∫

∞

1

1

x5
dx,

där vi vet att den sista integralen är konvergent enligt Sats 10.12 (a), sid 456,
α = 5 > 1.

Allts̊a är hela integralen

∫

∞

0

cosx
√
x+ x5

dx absolutkonvergent.

4. (a) För alla k ≥ 0 gäller

ak =
3k

4k + 5k
=

3k

5k
1

1 +
(

4
5

)k
≤

(

3

5

)k

= bk.

D̊a
∞
∑

k=0

bk är en geometrisk summa med kvot 3/5 och första term 1 ger Sats 10.3,

sid 439 att serien är konvergent och

∞
∑

k=0

(

3

5

)k

=
1

1− 3
5

=
5

2
.

Följaktligen är
∞
∑

k=0

3k

4k + 5k
b̊ade konvergent och ≤

5

2
enligt Sats 10.6, sid 443.



(b) Vi använder rotkriteriet för att bestämma konvergensradien.

|ak|1/k =

∣

∣

∣

∣

(−1)kx2k

4k(1 +
√
k)

∣

∣

∣

∣

1/k

=
|x|2

4

1
(

1 +
√
k
)1/k

=
|x|2

4

1
√
k1/k
→1

1
(

1 + 1
√

k

)1/k

︸ ︷︷ ︸

→1

→
|x|2

4

d̊a k → ∞ med hänvisning till standardgränsvärden. Följaktligen är potensserien

absolutkonvergent d̊a
|x|2

4
< 1 d.v.s. |x| < 2 och divergent d̊a |x| > 2.

Återst̊ar att undersöka x = ±2 som ju b̊ada ger samma serie,

∞
∑

k=0

(−1)k(±2)2k

4k(1 +
√
k)

=
∞
∑

k=0

(−1)k4k

4k(1 +
√
k)

=
∞
∑

k=0

(−1)k

1 +
√
k

som är konvergent enligt Sats 10.10, sid 452 (Leibniz kriterium); serien är alter-

nerande och termernas belopp =
1

1 +
√
k

avtar mot 0 d̊a k → ∞. Följaktligen är

serien konvergent d̊a |x| ≤ 2.

5. Vi taylorutvecklar de ing̊aende funktionerna kring x = 1 och börjar med nämnaren,
N(x) för att se hur l̊angt vi behöver utveckla.

N(x) = sinπx, N(1) = sinπ = 0,

N ′(x) = π cosπx, N ′(1) = π cosπ = −π.

Taylors formel ger d̊a

sinπx = −π(x− 1) +O
(

(x− 1)2
)

.

Allts̊a räcker det med taylorutveckling av ordning 1.

T1(x) = arctan
1

x+ 1
, T1(1) = arctan

1

2
,

T ′

1(x) =
1

1 +

(

1

x+ 1

)2

−1

(x+ 1)2
= −

1

(x+ 1)2 + 1
, T ′

1(1) = −
1

5
.

Taylors formel ger igen att

arctan
1

x+ 1
= arctan

1

2
−

1

5
(x− 1) +O

(

(x− 1)2
)

Vidare,

T2(x) = arctan
x

2
, T2(1) = arctan

1

2
,

T ′

2(x) =
1

1 +
(x

2

)2

1

2
=

2

4 + x2
, T ′

2(1) =
2

5
.

Taylors formel en sista g̊ang ger att

arctan
x

2
= arctan

1

2
+

2

5
(x− 1) +O

(

(x− 1)2
)

.



Följaktligen

arctan
1

x+ 1
− arctan

x

2
sinπx

=

=
arctan 1

2 − 1
5(x− 1) +O

(

(x− 1)2
)

−
(

arctan 1
2 + 2

5(x− 1) +O
(

(x− 1)2
))

−π(x− 1) +O ((x− 1)3)
=

=
−3

5(x− 1) +O
(

(x− 1)2
)

−π(x− 1) +O ((x− 1)3)
=

−3
5 +O (x− 1)

−π +O ((x− 1)2)
→

−3
5

−π
=

3

5π

d̊a x → 1.

6. Ansätt y =
∞
∑

k=0

akx
k = a0 + a1 + a2x

2 + . . . och beräkna y′ och y′′.

Sats 10.16 (b), sid 465 ger

y′ =

∞
∑

k=1

kakx
k−1 =⇒ y′′ =

∞
∑

k=2

k(k − 1)akx
k−2.

Insättning i ekvationen ger efter omnumrering av serien för y′′ att

y′′ − 3x2y′ − 9xy =
∞
∑

k=2

k(k − 1)akx
k−2 − 3

∞
∑

k=1

kakx
k+1 − 9

∞
∑

k=0

akx
k+1 =

=
∞
∑

k=−1

(k + 3)(k + 2)ak+3x
k+1 −

∞
∑

k=1

(3k + 9)akx
k+1 − 9a0x =

= 2·1·a2 + 3·2·a3x− 9a0x+
∞
∑

k=1

((k + 3)(k + 2)ak+3 − 3(k + 3)ak)x
k+1 =

= 2a2 + 3(2a3 − 3a0)x+
∞
∑

k=1

(k + 3) ((k + 2)ak+3 − 3ak)x
k+1

︸ ︷︷ ︸

∑
∞

k=0
ckxk

= 0.

D̊a sista radens vänsterled i sig är en potensserie som skall vara maclaurinserie för
0-funktionen m̊aste alla koefficienterna, ck i denna potensserie vara 0, d.v.s.

a0 = y(0) = 0, a1 = y′(0) = 1, 2a2 = 0 ⇐⇒ a2 = 0, 2a3 − 3a0 = 0 ⇐⇒ a3 = 0

och för k ≥ 1 f̊as rekursionsformeln

(k + 2)ak+3 − 3ak = 0 ⇐⇒ ak+3 =
3

k + 2
ak.

Detta ger

k=1 : a4 =
3

3
a1 = 1, k=2 : a5 =

3

4
a2 = 0, k=3 : a6 =

3

5
a3 = 0,

k=4 : a7 =
3

6
a4 =

1

2
, k=5 : a8 =

3

7
a5 = 0, k=6 : a9 =

3

8
a6 = 0,

k=7 : a10 =
3

9
a7 =

1

3
·
1

2
=

1

3!
, k=8 : a8 =

3

10
a8 = 0, k=9 : a12 =

3

11
a9 = 0,

k=10 : a13 =
3

12
a10 =

1

4
·
1

3!
=

1

4!
, k=11 : a11 =

3

13
a11 = 0, . . . .



Vi ser att de enda k-värden som ger nollskild koefficient är de där k kan skrivas som

k = 3m+1 och att ak=3m+1 =
1

m!
. Insättning av k = 3m+1 i rekursionsformeln ger d̊a

a(3m+1)+3 = a3(m+1)+1 =
3

(3m+ 1) + 2
a3m+1 =

1

m+ 1
·
1

m!
=

1

(m+ 1)!

vilket bekräftar mönstret. Följaktligen är

y(x) =
∞
∑

k=0

akx
k =

[

Endast ak=3m+1 6= 0

]

=
∞
∑

m=0

a3m+1x
3m+1 = x

∞
∑

m=0

1

m!
x3m

och serien är konvergent för alla x ∈ R enligt, till exempel, kvotkriteriet:

lim
m→∞

∣

∣

∣

∣

∣

x3(m+1)/(m+ 1)!

x3m/m!

∣

∣

∣

∣

∣

= lim
m→∞

∣

∣

∣

∣

m!

(m+ 1)!

∣

∣

∣

∣

|x|3 = lim
m→∞

∣

∣

∣

∣

1

m+ 1

∣

∣

∣

∣

|x|3 = 0,

vilket ger en oändlig konvergensradie.

Anmärkning : notera även att

y(x) = x

∞
∑

m=0

1

m!

(

x3
)m

= xex
3

.

7. Vi startar med ekvationen y′ + g(x)y =
√

1 + x2, y(0) = 0. Eftersom y är en lösning
för x ≥ 0 är y kontinuerligt deriverbar för x ≥ 0. Insättning av x = 0 i ekvationen ger

att y′(0) + g(0)y(0) = y′(0) + g(0)·0 = y′(0) =
√

1 + 02 = 1. D̊a y(0) = 0 och y′(0) = 1
finns ett öppet intervall I med 0 som vänstra ändpunkt där y(x) > 0. Vi antar att y

växlar tecken och visar att det leder till en motsägelse. I s̊a fall är v̊art antagande om
att y har ett nollställe fel och därmed m̊aste y(x) vara positiv för alla x > 0 eftersom
vi visat att y(x) > 0 p̊a intervallet I ovan.
Antag att x0 är det första nollstället. D̊a är y(x) > 0 för 0 < x < x0 och insättning av
x0 i ekvationen ger

y′(x0) + g(x0)y(x0) = y′(x0) + g(x0)0 = y′(x0) =
√

1 + x20 > 1.

Eftersom y′ är kontinuerlig och y′(x0) > 1 m̊aste y′(x) vara > 0 även i en omgivning av
x0. Det skulle innebära att den till vänster om x0 positiva funktionen y(x) växer mot
0. Detta är uppenbarligen en motsägelse och följaktligen är y(x) > 0 för x > 0.
Vi observerar att även z(x) > 0 för x > 0 med samma bevis som ovan. För att visa att
y(x) > z(x) studerar vi y − z och sätter in i den första ekvationen. Vi f̊ar

(y − z)′ + g(x)(y − z) = y′ + g(x)y − (z′ + g(x)z) =

=
√

1 + x2 − (z′ + h(x)z − h(x)z + g(x)z) =

=
√

1 + x2 − (
√

1 + x2 − (h(x)− g(x))z) =

= (h(x)− g(x))z > 0

enligt förutsättningarna och det som just visats om z, d v s y − z uppfyller en första
ordningens differentialekvation av samma typ som y och z gör. Observera att det enda

som var viktigt med det ursprungliga högerledet
√

1 + x2 var att det var positivt för
alla x. Följaktligen kommer samma bevis ytterligare en g̊ang att ge att y(x)− z(x) > 0
för x > 0, d.v.s. y(x) > z(x) för x > 0. V.S.B.



Man kan ocks̊a visa detta genom att skriva upp och studera den formella lösningen. L̊at
G(x) vara en primitiv funktion till g. D̊a y(0) = 0 och I.F. = eG(x) f̊as att

d

dx

(

eG(x)y
)

= eG(x)
√

1 + x2

y(0) = 0

}

⇐⇒ y(x) = e−G(x)

∫ x

0
eG(t)

√

1 + t2 dt.

D̊a integralen av en positiv funktion är positiv och d̊a e−G(x) > 0 för alla x följer det
direkt att y(x) > 0 för x > 0. Att y(x) > z(x) visas p.s.s. som ovan genom att upprepa
resonemanget p̊a y − z.
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