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Inga hjälpmedel. Lösningarna ska vara fullständiga, välmotiverade, ordentligt skrivna
och avslutade med ett svar.

Varje uppgift bedöms som godkänd eller underkänd. Godkända uppgifter ger sedan 2
eller 3 poäng medan underkända ger 0 eller 1 poäng. För betyg 3/4/5 räcker 3/4/5
godkända uppgifter och 8/12/16 poäng.

Svar finns efter skrivningstidens slut p̊a kursens hemsida.

1. Bestäm volymen av den kropp som uppst̊ar d̊a omr̊adet givet av

1 ≤ x ≤ 2 och 2 ≤ y ≤ 3 + x3

roteras ett varv kring linjen x = −1. För full poäng krävs en principskiss som
motiverar formeln som används.

2. Beräkna följande gränsvärden:

(a) lim
x→0

ex − 3
√

1 + 3x

x2
(b) lim

x→∞

(
x2 − x3 arctan

1

x

)
(c) lim

x→0

(
1

ln(cosx)
+

2

sin2 x

)
3. Visa att y = tanx är en lösning till y′′′ + 3y′ = 5 + 11 tan2 x+ 6 tan4 x, och bestäm

sedan alla lösningar till denna differentialekvation.

4. (a) Visa att
∞∑

k=21

1

k3
≤ 1

800
. (1p)

(b) Bestäm alla reella x s̊adana att
∞∑
k=3

(ln k)2

4k(k − 1)
x2k konvergerar. (2p)

5. Bestäm ett polynom p(x) s̊adant att∣∣ln(1 + x)− p(x)
∣∣ < 1

300
, |x| ≤ 1

4
.

6. Bestäm den kontinuerliga funktion y(x) som i n̊agon omgivning till x = 1/2 upp-
fyller integralekvationen

y(x) +

∫ 1/2

x

√
4− y(t)2

t− t2
dt = 1.

7. L̊at sn vara delsumman med n termer till serien
∞∑
k=1

(−1)k ln k.

Undersök eventuella gränsvärden för s2m och s2m+1 d̊a m→∞.
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1. Areaelementet dA(x) =
(
(3 + x3)− 2

)
dx = (1 + x3) dx,

tyngdpunktens väg = 2π(x + 1), s̊a rotationsvolymen
blir enligt Guldins regel

V =

∫ 2

1

dV (x) =

∫ 2

1

2π(x+ 1) · dA(x)

=

∫ 2

1

2π(x+ 1) · (1 + x3) dx

= 2π

∫ 2

1

(x4 + x3 + x+ 1) dx

= 2π

[
x5

5
+

x4

4
+

x2

2
+ x

]2

1

= 2π

(
31

5
+

15

4
+

3

2
+ 1

)

=
249π

10
.

2

y = 3 + x3

−1 1

radie x+ 1

x

y

x

y = 2

Svar:
249π

10
.

2. (a) Standardutvecklingen

(1 + t)1/3 = 1 +

(
1/3

1

)

t+

(
1/3

2

)

t2 +O(t3) = 1 +
t

3
− t2

9
+O(t3)

med t = 3x ger (notera att x → 0 ⇒ t → 0), tillsammans med standardutvecklingen för ex,

ex − 3
√
1 + 3x

x2
=

(
1 + x+ x2/2! +O(x3)

)
−
(
1 + x− x2 +O(x3)

)

x2
=

3

2
+O(x) → 3

2

d̊a x → 0.

(b) Med bytet t = 1/x och standardutvecklingen arctan t = t− t3/3 +O(t5) f̊ar vi

x2 − x3 arctan
1

x
=

1

t2
− arctan t

t3
=

t−
(
t− t3/3 +O(t5)

)

t3
=

1

3
+O(t2) → 1

3

d̊a t → 0+, d.v.s. d̊a x → ∞.

(c) cosx = 1− x2/2! + x4/4! +O(x6), s̊a

ln(cosx) = ln
(
1− x2/2 + x4/24 +O(x6)

)

=
/
sätt t = −x2/2 + x4/24 +O(x6), x → 0 ⇒ t → 0

/

= ln(1 + t) = t− t2/2 +O(t3)

=
(
−x2/2 + x4/24 +O(x6)

)
−
(
x4/4 +O(x6)

)/
2 +O(x6)

= −x2/2− x4/12 +O(x6),

och
(sinx)2 =

(
x− x3/3! +O(x5)

)(
x− x3/3! +O(x5)

)
= x2 − x4/3 +O(x6).

S̊aledes blir

1

ln(cosx)
+

2

sin2 x
=

(sinx)2 + 2 ln(cosx)

ln(cosx) · (sinx)2 =

(
x2 − x4/3 +O(x6)

)
+
(
−x2 − x4/6 +O(x6)

)

(
−x2/2 +O(x4)

)(
x2 +O(x4)

)

=
−x4/2 +O(x6)

−x4/2 +O(x6)
=

−1/2 +O(x2)

−1/2 +O(x2)
→ −1/2

−1/2
= 1

d̊a x → 0.

Svar: (a)
3

2
(b)

1

3
(c) 1



3. Om y = tanx blir y′ = 1 + tan2 x, y′′ = 2 tanx + 2 tan3 x och y′′′ = (2 + 6 tan2 x)(1 + tan2 x) =
2 + 8 tan2 x+ 6 tan4 x och därmed blir

y′′′ + 3y′ = (2 + 8 tan2 x+ 6 tan4 x) + 3(1 + tan2 x) = 5 + 11 tan2 x+ 6 tan4 x,

vilket skulle bevisas.

Enligt ovan är allts̊a yp = tanx en partikulärlösning till den givna differentialekvationen. Homo-
genlösningarna bestäms av det karakteristiska polynomet p(r) = r3 + 3r = r(r − i

√
3)(r + i

√
3):

yh = A+B cos(x
√
3) + C sin(x

√
3), s̊a

y = yh + yp = A+B cos(x
√
3) + C sin(x

√
3) + tanx

är alla lösningar till differentialekvationen.

Svar: y = A+B cos(x
√
3) + C sin(x

√
3) + tanx.

4. (a) För varje heltal n ≥ 21 har staplarna i figuren sammanlagd area

1

213
· 1 + 1

223
· 1 + . . .+

1

n3
· 1 =

n∑

k=21

1

k3
,

och denna area är uppenbarligen mindre än
arean av omr̊adet mellan x-axeln och kurvan
y = 1/x3 fr̊an x = 20 till x = n, s̊a

n∑

k=21

1

k3
≤

∫ n

20

dx

x3
=

[
x−2

−2

]n

20

=
1

800
− 1

2n2
. 2021 n

y = 1/x3

22

x

y

Delsummorna till den positiva serien
∑

∞

k=21(1/k
3) är därmed upp̊at begränsade av 1/800.

Serien är därför konvergent, och
∞∑

k=21

1

k3
≤ 1

800
,

vilket skulle bevisas.

(b) Sätt ak = (ln k)2x2k/4k(k − 1) för fixt x. Rotkriteriet ger

k

√

|ak| =
|x|2
4

· k

√

(ln k)2

k − 1
=

|x|2
4

· exp
(
2 ln(ln k)− ln(k − 1)

k

)

→ |x|2
4

· e0 =
|x|2
4

= Q

d̊a k → ∞, och serien är absolutkonvergent om Q < 1, d.v.s. om |x| < 2, men divergent om
Q > 1, d.v.s. om |x| > 2; s̊aledes är konvergensradien R = 2.

(Alternativt kan man använda kvotkriteriet för fixt x 6= 0:
∣
∣
∣
∣

ak+1

ak

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

(ln(k + 1))2x2(k+1)

4k+1(k + 1− 1)

∣
∣
∣
∣

/ ∣
∣
∣
∣

(ln k)2x2k

4k(k − 1)

∣
∣
∣
∣
=

|x|2
4

· k − 1

k

(
ln k + ln(1 + 1/k)

ln k

)2

=
|x|2
4

(

1− 1

k

)(

1 +
ln(1 + 1/k)

ln k

)2

→ |x|2
4

= Q, k → ∞.)

Det återst̊ar att undersöka ändpunkterna x = ±R = ±2. Där f̊ar vi, i b̊ada punkterna, samma
positiva serie:

∞∑

k=3

ak =
∞∑

k=3

(ln k)2

4k(k − 1)
(±2)2k =

∞∑

k=3

(ln k)2

k − 1
.

Eftersom ln k ≥ ln 3 > 1 och 0 < k − 1 < k d̊a k ≥ 3 f̊ar vi uppskattningen

ak =
(ln k)2

k − 1
≥ 1

k
, k ≥ 3.

Den positiva serien
∑

∞

k=3(1/k) är divergent eftersom den är en svans till den divergenta
standardserien

∑
∞

k=1(1/k). Eftersom ak ≥ 1/k är även
∑

∞

k=3 ak divergent, enligt jämförelse-
kriteriet för positiva serier.

Svar: Potensserien konvergerar om och endast om −2 < x < 2.



5. Sätt f(x) = ln(1 + x). Direkt uträkning av derivator ger

f ′(x) = (1 + x)−1, f ′′(x) = −(1 + x)−2, f ′′′(x) = 2(1 + x)−3 och f (4)(x) = −6(1 + x)−4,

s̊a
f(0) = 0, f ′(0) = 1, f ′′(0) = −1, f ′′′(0) = 2 och f (4)(ξ) = −6(1 + ξ)−4.

Maclaurinutvecklingen av ordning 3 för ln(1 + x) blir därför

ln(1 + x)
︸ ︷︷ ︸

Exakt värde

= f(x) = f(0) + f ′(0)x+
f ′′(0)

2!
x2 +

f ′′′(0)

3!
x3 +

f (4)(ξ)

4!
x4

= x− x2

2
+

x3

3
︸ ︷︷ ︸

Approximation

− x4

4(1 + ξ)4
︸ ︷︷ ︸

Approximationsfel

för n̊agot ξ = ξ(x) mellan 0 och x.

(Om denna längd p̊a utvecklingen räcker för att bevisa den önskade olikheten upptäcker vi vid
feluppskattningen nedan. I annat fall är det bara att g̊a tillbaka och utveckla lite längre.)

Sätt p(x) = x − x2/2 + x3/3, och antag att |x| ≤ 1/4. D̊a måste ξ, som ju ligger mellan 0 och x
för varje enskilt x, ocks̊a vara instängt i intervallet −1/4 ≤ ξ ≤ 1/4; speciellt är 1 + ξ ≥ 3/4 och
därmed 1/(1 + ξ)4 ≤ 1/(3/4)4, s̊a

∣
∣ln(1 + x)− p(x)

∣
∣ =

∣
∣
∣
∣
− x4

4(1 + ξ)4

∣
∣
∣
∣
=

|x|4
4(1 + ξ)4

≤ (1/4)4

4(3/4)4
=

1

4 · 34 =
1

4 · 81 =
1

324
<

1

300
,

s̊a längden p̊a utvecklingen var s̊aledes tillräcklig.

Svar: p(x) = x− x2

2
+

x3

3
duger.

Anmärkning. Om man t.ex. g̊ar ett steg längre i Maclaurinutvecklingen ovan visar det sig att
polynomet p(x) = x − x2/2 + x3/3 − x4/4 ocks̊a duger, och approximationsfelets absolutbelopp
blir nu högst 1/(5 · 35) = 1/1215, allts̊a klart bättre än vad som krävs för att lösa uppgiften.
Självklart g̊ar det bra att svara med detta polynom (eller med ett polynom man f̊ar vid en ännu
längre utveckling), bara man visar att approximationsfelets belopp blir tillräckligt litet.

6. Integralekvationen är ekvivalent med

y′ −
√

4− y2

x− x2
= 0 (DE) och y(1/2) = 1 (BV),

vilket f̊as genom derivering av integralekvationen m.a.p. x respektive insättning av x = 1/2 i den.

(DE) är separabel, och eftersom vi söker en lösning i ett intervall som inneh̊aller x = 1/2 och

4−
(
y(1/2)

)2
= 3 > 0 kan vi dividera (DE) med

√

4− y2 och f̊a

(DE) ⇔
∫

dy
√

4− y2
=

∫
dx

x− x2
+ C,

om vi här l̊ater
∫

st̊a för en primitiv. Vi f̊ar d̊a, t.ex. med bytet y = 2t i y-integralen och
partialbr̊aksuppdelning i x-integralen,
∫

dy
√

4− y2
= arcsin

y

2
och

∫
dx

x− x2
=

∫ (
1

x
+

1

1− x

)

dx = ln |x| − ln |1− x| = ln

∣
∣
∣
∣

x

1− x

∣
∣
∣
∣
;

eftersom x/(1− x) > 0 i en omgivning till x = 1/2 kan beloppstecknet tas bort. Vi f̊ar allts̊a

arcsin
y

2
= ln

(
x

1− x

)

+ C,

och (BV) bestämmer nu C:

arcsin(1/2) = ln 1 + C, d.v.s. C = π/6,

och när vi till sist löser ut y f̊ar vi följande Svar: y = 2 sin

(
π

6
+ ln

(
x

1− x

))

.



7. V̊ar serie är allts̊a

∞∑

k=1

(−1)k ln k = − ln 1 + ln 2− ln 3 + ln 4− ln 5 + ln 6− ln 7 + . . .

(Vi noterar att termerna inte g̊ar mot noll d̊a k → ∞, s̊a serien är divergent enligt divergenstestet.)

Vi kan undersöka delsummorna s2m genom att gruppera de ändligt många termerna parvis:

s2m =

2m∑

k=1

(−1)k ln k = (ln 2− ln 1) + (ln 4− ln 3) + (ln 6− ln 5) + . . .+ (ln(2m)− ln(2m− 1))

= ln
2

1
+ ln

4

3
+ ln

6

5
+ . . .+ ln

2m

2m− 1
=

m∑

n=1

ln
2n

2n− 1
=

m∑

n=1

ln

(

1 +
1

2n− 1

)

︸ ︷︷ ︸

an

.

Här är an > 0, och med bn = 1/n och standardgränsvärdet
(
ln(1 + t)

)
/t → 1 d̊a t → 0 f̊ar vi

an
bn

=
ln
(
1 + 1/(2n− 1)

)

1/(2n− 1)
· 1/(2n− 1)

1/n
=

ln
(
1 + 1/(2n− 1)

)

1/(2n− 1)
· 1

2− 1/n
→ 1 · 1

2
=

1

2
= A

d̊a n → ∞, och eftersom 0 < A < ∞ och
∑

∞

n=1 bn =
∑

∞

n=1(1/n) är divergent är ocks̊a
∑

∞

n=1 an
divergent, enligt jämförelsekriteriet p̊a gränsvärdesform för positiva serier; det följer att s2m → +∞
d̊a m → ∞.

Undersökningen av delsummorna s2m+1 blir likartad. Eftersom ln 1 = 0 kan vi nu skriva

s2m+1 = −
(

ln
3

2
+ ln

5

4
+ ln

7

6
+ . . .+ ln

2m+ 1

2m

)

= −
m∑

n=1

ln
2n+ 1

2n
= −

m∑

n=1

ln

(

1 +
1

2n

)

︸ ︷︷ ︸

Nytt an

,

och med ett resonemang som är närmast identiskt med det vi genomförde för s2m, med samma
bn, f̊ar vi att s2m+1 → −∞ d̊a m → ∞.

Svar: s2m → +∞ och s2m+1 → −∞ d̊a m → ∞.
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