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Inga hjalpmedel. Losningarna ska vara fullstandiga, valmotiverade, ordentligt skrivna
och avslutade med ett svar.

Varje uppgift bedoms som godkénd eller underkand. Godkanda uppgifter ger sedan 2
eller 3 podng medan underkénda ger 0 eller 1 poéng. For betyg 3/4/5 réacker 3/4/5
godkénda uppgifter och 8/12/16 poéng.

Svar finns efter skrivningstidens slut pa kursens hemsida.

1. Bestam volymen av den kropp som uppstar da omradet givet av
1<z<2 och 2§y§3+x3

roteras ett varv kring linjen x = —1. For full poang kravs en principskiss som
motiverar formeln som anvands.

2. Berékna foljande gransvarden:

T— 143 1 1 2
(a) lim S i (b) lim (2* — 2% arctan — (c) lim + —
20 x2 z—300 x z—0 \ In(cosx) = sin”x

3. Visa att y = tanz ar en 16sning till " + 3y’ = 5+ 11 tan? x + 6 tan? z, och bestim
sedan alla 16sningar till denna differentialekvation.

. — 1 1
4. (a) Visa att Z yE; < 00" (1p)
k=21
. . — (nk)?* o
(b) Bestdm alla reella « sadana att Z ) =" konvergerar. (2p)
k=3

5. Bestam ett polynom p(x) sadant att
1
300’

6. Bestdam den kontinuerliga funktion y(z) som i nagon omgivning till x = 1/2 upp-

fyller integralekvationen
V2 /4 —y(t)?
y(x) + / VA-y@? dt = 1.

1
IIn(1+z) — p(z)| < 2| < T

t—t?

7. Lat s, vara delsumman med n termer till serien

[e.e]

> (=1)fInk.

k=1
Undersok eventuella gransvarden for ss, och sg,,11 da m — oc.
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1. Areaclementet dA(z) = ((3 4 2®) — 2) do = (1 + 2?) du,
tyngdpunktens vig = 27(z + 1), si rotationsvolymen
blir enligt Guldins regel

V/lde(x)/1227r(z+1)-dA(z) ~
:/1227r(x+1)-(1+x3)d96

2
:27T/ (x* + 2% + 2+ 1) da AR SN, y=2

2
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2. (a) Standardutvecklingen

1+t =1+ (1{3>t+ <1ég>t2 +O0*) =1+ % - % +O(t%)

med t = 3z ger (notera att x — 0 = ¢ — 0), tillsammans med standardutvecklingen for e”,

e’ — \3/21—1—330 _ (1+x+x2/2!+(9(x3))2— (1+z—2%+0(2%)) _ 3 L OE) - 3
T x 2 2
da z — 0.
(b) Med bytet t = 1/ och standardutvecklingen arctant =t — t3/3 + O(t°) far vi
1 arctant t—(t—t3/3+0(t%)) 1 1
2 3 _ _ — 2
xr —x arctangft—Q— t3 = t3 7§+O(t)4)§
diat— 0T, dvs. daz — oco.
(c) cosw =1—a2/21+a* /41 + O(2%), sa
In(cosz) = In(1 — 2%/2 + 2* /24 + O(2"))
= [sitt t = —2%/2+2"/244+ O(2%), z > 0=t =0/
=In(l+1t)=t—t2/2+ O
= (—2*/2+ 2" /24 4+ O(2%)) — (2" /4 + O(2%)) /2 + O(2°)
= —22/2 — 2" /12 + O(z°),
och
(sinz)? = (z — 2%/3! 4+ O(2%)) (z — 2* /31 + O(2°)) = 2* — 2" /3 + O(2").
Saledes blir
1 N 2 (sinz)?+2In(cosz) (22 —a?/34 O(a°)) + (—a® — 2*/6 + O(2))
In(cosz) ~ sin’z  In(cosz) - (sinz)? (—22/2 4 O(z*)) (22 + O(z4))
 —a?/24+ 08 —1/2+ 0(2?) . -1/2 )
 —21/2+ 0% —1/2+0(22) " —1/2
daz — 0.
Swr: ()5 )3 (o)1
var: (a) 5 5 (e



3. Om y = tanz blir ¢ = 1 +tanz, y” = 2tanx + 2tan®z och y"” = (2 + 6tan® x)(1 + tan?z) =
2+ 8tan? z + 6tan* 2 och dirmed blir

4.

///

+ 3y = (2+ 8tan® x + 6 tan® ) + 3(1 + tan’ ) = 5 + 11 tan’ 2 + 6 tan’ z,

vilket skulle bevisas.

Enligt ovan ar alltsa y, = tanz en partikulérlosning till den givna differentialekvationen. Homo-
genlésningarna bestims av det karakteristiska polynomet p(r) = 3 4 3r = r(r — iv/3)(r + iV/3):
yn = A+ Bcos(zV/3) + C'sin(zv/3), sa

y=yn+yp=4A+D8 cos(:c\/g) + Csin(z\/g) + tanx

ar alla 1osningar till differentialekvationen.

(a)

Svar: y = A + Bcos(zv/3) + C'sin(x/3) + tanz.
For varje heltal n > 21 har staplarna i figuren sammanlagd area

Y

n

1 1 1 1
A4+ —=-1+... + = 1= —

213 +223 + Jrn3 Zk:?’7
k=21 y=1/a3

och denna area dr uppenbarligen mindre &n
arean av omradet mellan z-axeln och kurvan
y=1/23 fran x = 20 till x = n, sa

" 1 1 T
Zk3 / [ LO@Q—RQ- 202122 n

k=21

Delsummorna till den positiva serien Y=, (1/k%) dr dérmed uppat begrinsade av 1/800.
Serien dr darfor konvergent, och

— 1

2 s

vilket skulle bevisas.
Sitt ar = (Ink)2x?k /4% (k — 1) for fixt . Rotkriteriet ger

2 [(nk)? 2 2In(Ink) — In(k — 1 2 2
Y [ e L B N O

4 k—1 4 4 =Q

da k — oo, och serien dr absolutkonvergent om @ < 1, d.v.s. om |z| < 2, men divergent om
Q > 1, d.v.s. om |z| > 2; saledes dr konvergensradien R = 2.
(Alternativt kan man anvénda kvotkriteriet for fixt « # 0:

app1| | (n(k + 1))2z20+1) lnk2 2k _@ k—1 (Ink+In(1+1/k)\>
ar || 4H(E+1-1) T4k In k

|:E|2 1 In(1+ 1/k) |x|2

2 1 Z 1+ e =Q, k — 0.)

Det aterstar att undersoka &ndpunkterna x = +R = £2. Déar far vi, i bada punkterna, samma

positiva serie:
=& k) & (k)
= +2 = .
a3 g gy 2 3 (00
k=3 k=3

k=3
Eftersom Ink >1n3 >1o0och 0 < k—1 < k da k > 3 far vi uppskattningen
(Ink)? _ 1
> — k> 3.
TR TR =

Den positiva serien » ;- ,(1/k) #r divergent eftersom den #r en svans till den divergenta
standardserien >, ; (1/k). Eftersom ay > 1/k &r fiven >~ 5 aj, divergent, enligt jimforelse-
kriteriet for positiva serier.

Svar: Potensserien konvergerar om och endast om —2 < x < 2.



5. Sitt f(x) =1In(1 4 x). Direkt utrdkning av derivator ger
fl@)=1+a)7h f2)=—(1+2)2 f"(2) =2(1+2)" och f(x) = —6(1+2)",

sa
f(O) =0, fl(o) =1, fll(o) =-1, fm(o) =2 och f(4)(§) = _6(1 +§)_4

Maclaurinutvecklingen av ordning 3 f6r In(1 + ) blir dérfor

" " (4)
In(1+2x) = f(z) = £(0)+ £ (0)x + f2('0)z2 + f 3EO):C3 + f 4'(€)z4

Exakt véard
xakt varde .T2 £C3 .T4

BN L
_— —

Approximation

Approximationsfel

for nagot & = &(x) mellan 0 och x.

(Om denna lingd pa utvecklingen récker fér att bevisa den énskade olikheten uppticker vi vid
feluppskattningen nedan. I annat fall &r det bara att ga tillbaka och utveckla lite ldngre.)

Sitt p(z) = x — 2%/2 + 23/3, och antag att |z| < 1/4. Da maste &, som ju ligger mellan 0 och z
fér varje enskilt x, ocksa vara inst'&ngt i intervallet —1/4 < & < 1/4; speciellt &r 1+ ¢ > 3/4 och
dirmed 1/(1+&)* <1/(3/4)%,

’1n1+:c " 2t jof* (1/4)* 1 — 1 :i<i
4(14¢)4 4(148)* — 4(3/4)* T 4-31 T 481 324 300
sa langden pa utvecklingen var saledes tillracklig.
Svar: p(z) =« — x_; + x_; duger.

Anmdrkning. Om man t.ex. gar ett steg lingre i Maclaurinutvecklingen ovan visar det sig att
polynomet p(z) = x — x2/2 + 23/3 — 2% /4 ocksé duger, och approximationsfelets absolutbelopp
blir nu hogst 1/(5 - 3%) = 1/1215, alltsa klart biittre #in vad som krivs for att 16sa uppgiften.
Sjalvklart gar det bra att svara med detta polynom (eller med ett polynom man far vid en dnnu
langre utveckling), bara man visar att approximationsfelets belopp blir tillréckligt litet.

6. Integralekvationen &r ekvivalent med

J4— 2
y-Y—Y _0 (DE) och y(1/2)=1 (BV),
T —x
vilket fas genom derivering av integralekvationen m.a.p. x respektive inséttning av = 1/2 i den.

(DE) &r separabel, och eftersom vi soker en 18sning i ett intervall som innehaller 2 = 1/2 och
4— (y(1/2))? = 3> 0 kan vi dividera (DE) med /4 — 2 och fa

(DE) < /m /:c—z2

om vi hir later [ sta for en primitiv. Vi far da, t.ex. med bytet y = 2¢ i y-integralen och
partialbraksuppdelning i z-integralen,

d d 1 1
/7y:arcsiny och / xzz/(—+—)d$:ln|x|—ln|1—x|:
Va4 -2 2 T—2x z l1l-—=x

eftersom z/(1 — ) > 0 i en omgivning till = 1/2 kan beloppstecknet tas bort. Vi far alltsa

2= +C,
arcsm2 n(l )

T
)

och (BV) bestdmmer nu C:
arcsin(1/2) =Inl + C, d.v.s. C =n/6,

och nér vi till sist 1oser ut y far vi foljande Svar: y = 2sin (% +In (1 z ))
—x



7. Var serie ar alltsa
Z Y¥Ink=—-Inl1+In2—-In3+mn4—In5+In6—In7+...
k=1

(Vi noterar att termerna inte gar mot noll da k — oo, sa serien dr divergent enligt divergenstestet.)

Vi kan understka delsummorna sa,, genom att gruppera de édndligt manga termerna parvis:

2m
52m:Z(—l)klnk:(ln2—1n1)+(1n4—1n3)+(ln6—ln5)+...+(ln(2m)—ln(2m—1))
k=1
2 4 .6 S
=In—-+Ih-+Ihnh-+... = 1
ny g g+l 2m—1 Z 2n71 Zn( 2n1)
= T—_—

an

Hér dr a, > 0, och med b, = 1/n och standardgrénsvirdet (In(1 +¢))/t — 1 da ¢ — 0 far vi

a, W(1+1/2n—-1)) 1/@n—1) In(1+1/(2n—-1)) 1 11
b,  1/2n—1)  1/n  1/@2n—1) .2—1/n%1.§7§714

da n — oo, och eftersom 0 < A < 0o och Y07 b, = > -7 (1/n) &r divergent &r ocksa Y. | an
divergent, enligt jaimforelsekriteriet pa grinsvirdesform for positiva serier; det foljer att s, — 400
da m — oo.

Undersokningen av delsummorna sg,,+1 blir likartad. Eftersom In1 = 0 kan vi nu skriva

3 5 7 2m + 1 ) +1
52m+1<ln§+ln1+ln6+...+l mn ) 21 n Zln<1+—>
_,_/

Nytt an

och med ett resonemang som &r nérmast identiskt med det vi genomférde for ss,,, med samma
by, far vi att sgp41 — —o00 da m — oo.

Svar: so,;, — +00 och o1 — —00 da m — oo.
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