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Inga hjalpmedel. Losningarna ska vara fullstdndiga, vélmotiverade, ordentligt skrivna och
avslutade med ett svar.

Varje uppgift bedoms som godkénd eller underkéind. Godkénda uppgifter ger sedan 2 eller
3 podng medan underkénda ger 0 eller 1 poéng. For betyg 3/4/5 réicker 3/4/5 godkinda
uppgifter och 8/12/16 poing.

Svar finns efter skrivningstidens slut pa kursens hemsida.

1. Bestdm den 16sning till ekvationen

5

2y — 3y =2°sinz, x>0

s

for vilken giller att y <2) —0.

2. For vilka o > 0 &r integralen
/ &0 dx
o (14 z%)ze

3. Bestam talen a,b € R sa att gransvérdet

konvergent?

) sinx+cosx __ e —ar — be
lim 3
z—0 X

existerar och bestdm gransvirdet for detta val av a, b.
4. Betrakta kurvan y = %+ dr, 1 <z < 3.

(a) Ange integralen for att beriikna lingden av kurvan.

(b) Ange integralen for att berdikna arean av den yta om uppkommer da kurvan roteras
ett varv kring linjen = —2. Beriikna ocksa arean.

For full podng pa del (b) krévs en principskiss som motiverar formeln som anvinds.

o0
5. (a) Ange definitionen av att serien Z ay, 8r konvergent.

k=1
oo

(—1)*sink
b) Konvergerar —7
(b) ; V1+E3

o0
(c) Bestam alla reella x sadana att Z
k=1

23k

4k

dr konvergent.

6. Bestdm losningen till ekvationen
y' —2zy' =0, y(0)=0, y'(0)=1

i form av en potensserie.

Ak+1 >
ar ~ k+1

~J

. Om ag > 0 och

o0
for alla heltal k£ > 1, visa att Z ay, ar divergent.
k=1
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1. Ekvationen ar linjar och av ordning ett. Vi skriver om ekvationen pa en form dér vi enkelt
kan anvinda en integrerande faktor:

vy —3y =2’sine & y/—Ey::LASin:I:, x > 0.

En integrerande faktor finner vi nu i form av

1 1
exp (—3Inxz) = exp <ln E) = —

x3’

sa ekvationen kan ekvivalent uttryckas

d
<£> =zsinr & i:/xsinxdx:—mcosx+/cosxdx:—xcosx—i—sinx—i—@

dx \a3 x3
& y=—a'cosz + 23(sinz + C).
Genom villkoret givet i uppgiften finner vi konstanten:
3
y(%) =0 < 0+<g> (1+C)=0 & C=-1.
Svaret ges saledes av y(x) = —z* cosz + 2° (—1 +sinx), > 0.

Svar: y(z) = 2*(sinz — zcosx — 1), > 0.

(Notera att vi genom direkt insdttning dven kan verifiera att detta uttryck loser ekvationen
for alla x € R.)

2. Integranden &r positiv och integralen ar generaliserad i bade noll och odndligheten, sa vi

betraktar en del i taget. Eftersom
1
lim =1,

z—0+ 1 4+ 2@

dar 0 < 1 < oo, foljer det fran jamforelsesatsen pa grénsvéirdesform att

/1 dx /1 dx
— <X = — < Q.
o (1+a%)z° 0 2°

Den andra integralen ar konvergent om och endast om « < 1, sa samma slutsats géller
alltsa den forsta.

For integralen mot oéndligheten betraktar vi integranden lite noggrannare:
1 1 1

(14 ao)ze 220 ga41

For a > 0 géller da att

. 1
lim — =1,
r—o00 % + 1

dar 0 < 1 < oo, sa jamforelsesatsen pa gransviardesform visar att

/OO dz < = /OO du <
—— <0 —— < 00.
1 (14 a2)ze , xe

Den andra integralen ar konvergent om och endast om 2a > 1, sa samma slutsats géller
alltsa ater igen den forsta.

1
Svar: Konvergent om och endast om 3 <a<l.



3. Vi Maclaurinutvecklar exponenten forst:

1 1
sinz +cosz =1+z— 5952 — 63:3 + O(x%).
Da blir
exp(sinx + cosx) = exp(1) exp(t),

1 1
dar t = x — §x2 — —2® + O(2"). Eftersom t ~ 0 da z ~ 0 dr det lampligt att dven

Maclaurinutveckla exponentialfunktionen:
1 1
exp(t)=1+t+ §t2 + 6753 +O(tY),
dar

1 1 1 1
tP=t-t= (x - §$2 — 6933 + 0(934)) : (:v — 5:102 - 6:53 + O(:B4)) =2? — 2% + O(z?),

th=t-t* = (:1: — %1’2 - %:lc3 + O(x4)> - (2* =2 + 0(a")) = 2° + O(z?),

th=1t-13 = (:c — %:ﬁ - éxg + O(:c4)> - (2* 4+ O(z")) = O(a"),

sa

1 1 1 1
exp(sinzx + cosx) = 6(1 +x— §ZL‘2 — 6373 + 3 (x2 — x?’) + 6 (a:3> + O(x4))

1
= e(l +z— 5933) +O(z*).

Vi véljer dérfor a = e och b = 0. Gransvéardet blir

—<2% + O(a?) e e
: o 2 —im (=& - _°
91612% x3 N alclgtl) x3 :}:li% < 2 + O(x)> 2

exp(sinz + cosz) —e —ex

Svar: a = e, b = 0, grinsvardet blir —g.

4. Kurvans bagelementet ges (i bada deluppgifterna) av

s = VTP =1+ (%) do = VTT @ TP e = VT AT Pl

dir 1 <z < 3.

(a) Kurvans langd berdknas genom att integrera bagelementet

Lzliwa:[ﬂﬁ:mazﬁ@.

(b) Rotationsarean finner vi genom att anvinda Pappos-Guldins formler. I vart fall att
arean ges av tyngdpunktens viag multiplicerat med lingden: dA = 27r - ds, dar r ar
avstandet mellan ds och rotationsaxeln. Rotationsaxeln ar x = —2 och tyngdpunk-
ten T, for ds ligger approximativt i punkten (x, 2% + 4z) (vénstra &ndpunkten), sa
vid rotation kring x = —2 forflyttar sig tyngdpunkten strickan 27 (z + 2). En figur
beskriver situationen.



y=ax2+4x

Rotationsarean som uppstar finner vi nu genom att summera areaelementen:

A:/ﬂmmmzzw/%x+mm¢wzzw/?x+mwﬁ+qx+m%m

1
1+ 4(z + 2)2)3/?
QWF (ﬁQ))

3
} = = (1017 = 37°72).
1

3
Svar: (a) / V1+4(x+2)%de le. (b) g (101%2 — 37%/2) a.e
1

5. (a) En serie dr konvergent precis da dess delsummor konvergerar mot ett tal, dvs precis

da grinsvérdet lim Z aj existerar dndligt.

n—00
=1

(b) Vi visar att serien ar absolutkonvergent.

kgin k > =1 1
E E —zE — <0
/13 3/2
k= 1+k3 k= 1+k k=1 k? k:lk/

3
ty 5 > 1. En absolutkonvergent serie &r alltid konvergent.

(c) Via rotkriteriet ser vi att serien &r absolutkonvergent om

3.1/2k 3
= i IR o] < 43,

1> 1
- k—o0 4 4

k—00

och divergent da |z| > 4'/3, eftersom k'/?* — 1 da k — oo. Konvergensradien ges
alltsa av R = 4'/3. I dndpunkterna ser vi att serien skulle bli

Z(—l)k\/E respektive Z\/E,
k=1 k=1

vilka bada divergerar eftersom termerna inte gar mot noll.
Svar: (a) se ovan (b) konvergent (c) |z| < 4Y/3,

(Observera att vi inte under nagra omsténdigheter kan anvinda Leibniz sats i uppgift 5b.
Serien dr inte alternerande och termernas belopp dr inte avtagande.)



6. Alternativ 1. Vi ser att ekvationen &r linjér och av ordning ett i /' samt att e~ #r en

integrerande faktor sa

d
y' =22y =0 & o (ye x2>:0 & y(z) =Ce”.
T

Eftersom ¢/(0) = 1 blir C' = 1. Saledes erhaller vi losningen y i form av

y(x) = / e’ dt + D,
0

for nagon konstant D. Da y(0) = 0 foljer det att D = 0. Vi soker 16sningen pa potensserie-
form och utvecklar darfor integranden:

I
k!
k=0
dar konvergensradien ér oéndlig. Darmed kan y(z) skrivas som
o [ X 42k o 1 $2k+1 1= ©° p2k+1
= dt = tdt =
o =[S ) =2 [ =35 il L = o

0

dar den integrerade potensserien har samma konvergensradie (dvs odndlig) enligt sats.
Anledningen till att vi kan byta ordning pa serie och integral (dvs integrera termvis) ar
att vi arbetar med en konvergent potensserie.

Alternativ 2. Vi soker en 16sning i form av en potensserie, sa lat oss ansétta att

o0

y(z) = chxk, med ¢y =0 och ¢; =1,
k=0

eftersom y(0) = 0 och ¥'(0) = 1. Antag att |z| < R, ddr R ar konvergensradien for serien
(for nérvarande okénd). Vi kan derivera termvis sa att

(x) = Z kepah! och Z k(k — 1)cpat2.
k=1 k=2

Da géller att

T
NE

k(k —1)cpa®? — 22 Z ket ™t = Z(/{: +2)(k + 1)cgyoz” — Z 2kcpa®
k=1 k=0 k=1

T
[N}

I
NE

((k +2)(k + 1)cpyo — 2key)2®,  |z| < R,

il
o

sa om koefficienterna ¢ uppfyller (k + 2)(k + 1)cpi2 — 2key = 0, k = 0,1,2,... 16ser
potensserien ekvationen. Eftersom ¢y = 0 kommer alla jamna koefficienter att bli noll,



dvs cog =cog =c4 = cg = --- = 0. Vi undersoker de udda koeflicienterna:

cp=1
C2:1-¢ 2
“T732 T 3.2
2-3-¢3  2:2-3  2%.3
“T 754 "5.43.2 5
_2~5-C5_23-3-5
=776 T
69:2~7-07:24-3-5-7
9-8 9!
28357 (2k—1) 2"
k1 = 2k + 1) T (@k+1)-(2k)-(2k—2)---8-6-4-2
B ok 1
C(2k+1) 28k (2k+1) -k
o 2kl
Den sokta serien har alltsa (formellt) utseendet y(x Z @k = 1)k . Nér konvergerar
den? Kvottestet ger att 0
AT 2%k + 1
CE+D+D (k1) 2 .
(;;:_T_I)lk! || (2k:+3)(k+1)_>0’ da k — o0

for alla x € R. Saledes ar konvergensradien oéndlig och serien konvergerar for alla z.

e x2k+1
Svar: y(l‘) = Z m, T € R.
k=0

k
7. Direkt ser vi att 21 > Pl < (k4 1)ager > kag for k = 1,2,3,... Saledes ar
Qg

sekvensen {kay} av positiva tal vixande och endera kommer limy_,., kar = oo eller sa
finns ett positivt gransviarde 0 < L = limy_.o, kai. Om grinsvardet blir ett positivt tal L
sa innebar det att for ett tal 0 < r < L sa finns ett N > 0 sa att nar k& > N ar ka, > r.
Saledes ar ay > r/k nir k > N och

iakzifzril:o&
k=N k:Nk k:Nk

Om gransvirdet blir odndligheten sa innebér det att for stora k& kommer kay > 1 (t ex),
sa ay > 1/k och darmed &r serien divergent eftersom den harmoniska serien divergerar
helt analogt med ovan. Vad som hénder med de forsta N termerna spelar ingen roll i
fragan om serien dr konvergent (i nagot av fallen). Dessa N positiva tal summerar alltid
till nagot &ndligt och paverkar ej.

Alternativt, genom att rekursivt "nysta upp” sekvensen ser vi att

k ko k-1 k-1 kE—1 k-2 k—2
R L A e T R T R Ty S R
k—2 k-3 k—3
T D T e R e



Saledes maste

3
3

ap = ai
k=1 k=1

— 00, N — 00,

T =

eftersom a; > 0 och den harmoniska serien divergerar.

Svar: se ovan.
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