Losningsforslag till TATA42, Envariabelanalys, del 2, 2017-08-24

1. Betrakta nedanstaende figur:
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Vi anvéander Pappos-Guldins regel for att berdkna volymen som uppstar da areaele-
mentet dA roteras kring respektive axel.
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Vi: Tyngdpunktens avstand till rotationsaxeln ar har = 1 + TR

. ?\ 2 4
dVy = TP:s vig - dA = 27 <1+5) xdy, = m(2z° + 2%)dx

TP:s vig
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Vlz/dvlzﬂ/o(2x2+:c4)d:c:7rl§:c3+6:c5h:7T<§+g>:1—;.

Vs Tyngdpunktens avstand till rotationsaxeln &r hir = = + a.
dVy = TP:s vig - dA = 27 (z + a) 2°dy, = 27(2® + ax?)dx
—_——
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20
. Ekvationen y” + 2y’ + 5y = 5 + ze™* ger det karakteristiska polynomet

Svar: a

Pry=r"+2r+5=(r+1)>+4
som har nollstdllena r = —1 + 2i. Foljaktligen far vi att
yn =€ “(Acos2zx + Bsin2z).

Dela upp v, = yp, + Yp, dér y,, ar en 16sning till P(D)y,, = 5 och y,, dr en losning
till P(D)y,, = xe *. Linjériteten ger da att y,, + y,, dr en partikuldrlosning till
P(D)y =5+ ze . Detta ger

Ypi: Yy, + 2y, + 5y, = 5 vilket ger att y,, = 1 é&r en partikuldrlsning.

Ypy: Sétt y,, = e “2z(z) och anvind forskjutningsregeln. Da fas

P(D)y,, = P(D)(e™*z) =e *P(D—1)z=¢"((D—1)+1)*+4) z =
=e 7 (D2+4)z::1:e’x = '+ 4z =u1.
Ansitt z=ar+b=—=7=a—7"=0—= 7" 4+42=4dar +4b =1 <—
1 1

<— a= 7 b=0 sa vy, = er’”‘“ ar en partikulérlosning.
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Foljaktligen, v, = yp, + yp, = 1 + er_x och

1
y=yp+y,=¢€" <Acost+Bsin2x+Zx)+1
y0)=A+1=0 < A=-1 sa y:e‘x<—0052x+Bsin2x+Zx)+1

—x

1
y =e 7 (COSQx—BsiHQx— 1x+281n2x+230052x+ Z)
€ .
3 (8 cos 2x + 5sin 2x — 2x)

1 )
y'(0)=1+23+1:0 = B:—§:>y:1—

‘ (8 cos2x + 5sin 2z — 2x)

Svar: y =1 —
(a) Maclaurinutveckling av ordning 2 med restterm i Lagranges form ges av

3.
" O nmn
10 = 1) + fop + % T
for nagot tal £ mellan 0 och ¢. Beridkning av de inblandade derivatorna ger
1 1 _2 2 _s 10 s
fO=0+0°, FO=51+07 =20+ =g+
1 2 10
f(O)IL f/<0>:§7 f”<0): - §7 fm(f):ﬁ
27(1+¢)°
sa att
1
(1+1)° :1+1t—1-2t2+1-%t3:1+1t—1t2+%t3
329 6 g4 59 8114¢)°
(b) Insittning av ¢ = 32% i utvecklingen i 3(a) ger
1 1
V14322 =1+ =(32%) — =(32%)* + %(33:2)3 =
3 ) 81(1+¢)°
:1+x2—x4+7§x6 —
3(14+¢)°
5 5
> (V1 +322 — (1+:L’2—3:4) =|—1| = —af
3(1+¢)° 3(14+¢)°

Eftersom & &r mellan 0 och t=3x%>0 foljer det att 0 < ¢ < 322 och diarmed att
o 25 < 51’6.VSB.

1
s <1 saatt \3/1+3x2—(1+x2—:c4)’:7§ <3
(1+¢)° 3(1+¢)°
3 1 2 ) 3
Svar: (a) (1+t)3:1+§t—§t + 5t
81(1+¢)*
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4. (a) Lat Sy = Zak, N =1,2,.... En serie Zak sdges vara konvergent om dess

k=1 k=1

delsummor Sy utgor en konvergent talféljd, dvs om A}im Sy existerar (dndligt).
—00
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(b) Ténk — = t. Da k &r stort &r ¢ litet och vi kan anvéinda Maclaurinutveckling.

" 1 1 1 cost  l—cosi , 1-(1-3iL+0(4))
sin ¢ tan sy sl g s ¢ z+ O (F)
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2 (G1H0() _1,+0(g)
F(1H0GR)  F1+0 (g

z)

Fran omskrivningen fére * ovan ser vi ocksa att a, > 0. Lat by, = T Da ar

E

a _5+0(Gz) |1
v — T — —
da k — oo och da Z — ar divergent ger Jamforelsesats II for positiva serier
k=1

o0
(Jamforelse pa kvotform) att Z ay ar divergent
k=1
(c¢) Vi anvéander Cauchys rotkriterium for att berdkna konvergensradien.

1/k
-—

v 1/k
——

— 1(standard)

l‘k

=

da k — oo. Enligt Cauchys rotkriterium &r serien absolutkonvergent om |z| <1
och divergent da |z| > 1 och © = £1 maste darfor kontrolleras separat.

x = 1: Da fas -

1 =1
;\/E_;klﬂ

som #r divergent da det krdvs att exponenten (1/2 i detta fall) skall
vara storre dn 1 for konvergens.

v =—1: D fis
i (=D*
Vk

k=1

som &r konvergent enligt Leibniz kriterium eftersom serien ar alter-
nerande och termernas belopp, ﬁ avtar mot noll da k — oo.

Serien &r alltsa konvergent for —1 < z < 1.

Svar: (b) divergent, (c¢) —1 <z < 1.



5. Inséttning av x = 0 i ekvationen ger

0
y(t) 2.0
0 ——dt = y(0) = =1.
v+ [ Lt = y0) = 0 -1
Lat z > —1. Derivering av ekvationen ger sedan

/4 Y(@)
14z
Integrerande faktor = e™0+2) =1 4 »

= 2¢%" (Linjar ODE av ordning 1)

Da hela ekvationen multipliceras med den integrerande faktorn kan vénsterledet skri-
vas som derivatan av en produkt,

d%((ux)y) = (1 2)26¥) = (1+a)y = /<1+x)2€z$dx P

1
=(1+z)e* — /e2xd:c =(1+z)e* —ze*+C

2
2C — % 20 -1 1
2
=e* = y(0) =1 =1 <« (==
1 — e 2z +1)e* +1
2z —
v = i 20r+1)
(2r +1)e* +1
Svar: =
var: y(z) 3+ 1)
1
6. Eftersom cos0 = 1 sa &r ——— — > 0 och kontinuerlig for alla = > 0. Dérmed &ar
22 + |cos |
integralen endast generaliserad i co. Da
1 1 > dx
0< —m < — h — 1
x? + |cosx| T x? oc /1 x? (1)

ar konvergent foljer det att

/°° dz
1 2%+ |cos x|

ar konvergent enligt jamforelsesatsen. Foljaktligen ar ocksa
/ o dx
o 2%+ |cosz|

Nedan ser du en graf av funktionerna som kommer anvéndas i skattningarna tillsam-
mans med den ursprungliga integranden. Notera att den ursprungliga integranden
touchar bade 6ver- och underskattningen med jamna mellanrum.

konvergent.
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Vidare,

& dz *  dx ) Booq
- > —— = lim |arctanz| = —
o 22+ |cosz] o0 2+1 BR-oo 0 2

vilket visar den forsta olikheten. For att visa den andra olikheten anvander vi samma
olikhet som i (1), men da denna uppskattning inte funkar ndra = = 0 delar vi upp
T

integralen, tex vid x = —.

3
> dx B /3 dx > dx
22 + |cosx| x? + |cos x| * 22 + |cos x|
0 0 /3

1
For 0 <z < g galler 3= Cosg < cos sa att

w/3 dr w/3 dr w/3 dr /3 dr
o x%+ |cosz| 0o 243 0 2x*+1 o (V2x)2+1

1 /3 2
2 {— arctan \/54 = \/§ arctan \/_ﬂ.
V2 0 3

For o > m/3 géller
o dx > dx ) 11" 3
w/3 e+ |COS.§L’| w/3 Zz fi—ro0 xr w/3 T

°° d 2 3
/ 27x§\/§arctanﬁ+—
o 22+ |coszl 3 7T

Foljaktligen ar



vilket duger som “explicit tal”. Vill man ha lite mer hum om hur stort detta dr sa
kan man ga vidare, tex

2 3
\/éarctanﬁ+—§2-i+1<4+1:5
3 T 2
. Da Z ay ar konvergent sa ger definitionen av konvergens (se uppgift 4(a)) att
k=1

n
lim E a, = S.
n—ro0
k=1
Sn

Foljaktligen géller for n > 2 att

n—1 00

S:iak:Zak—l—Zak =Sp—1tp.
k=1 k=1 k

=N

Da lim s, ; = S foljer det att r, — 0 da n — oco. Man brukar ibland kalla r, for

n—oo
seriens “svans” och pastaendet ovan att r, — 0 da n — oo for “Svanssatsen”, dvs

en serie dr konvergent om och endast om svansen gar mot 0. Vi skall anvéinda detta
pastande senare. Eftersom ay > 0 for alla k sa foljer ocksa att r,, ar avtagande, dvs

S=ri>rg>r3>...>0.

Foljaktligen géller

A, Apt1 Apyk ry ar den storsta ndmnaren Ap + Apy1 + .00+ ik
— + + ...+ > B . ) > =
Tn Tn+1 Tn+k storre ndmnare = mindre tal Tn
(an + pgp1 + .+ Gpig) + (Cngig1r T Gngigo + o) = (Gngkgr + Angpaa +..0)
Tn

~ Tn 7 Tnyk41 1— Tntk+1 VSB
Tn Tn
o0

a
Satt b, = “* Daar bi. > 0 och vi skall anvéinda svanssatsen till att avgora om E by
Tk
k=1

ar konvergent eller inte. Ur den nyss visade olikheten f6ljer det att

m
>3
T

k=n

Ea

Ay, (079 Ant+m T'nt+m
:(—+ o )>1—+7“—>1

k Tn Tn+1 T'n+m Tn

o0
da m — oo eftersom 7,,,.1 — 0 da m — oo. Foljaktligen gar svansen till Z by, inte

k=1
mot 0 och serien dr dédrmed divergent.



