SVAR M.M., ENVARIABELANALYS 2, TATA42, 2017-06-02

1. Integralen &r generaliserad i bade 0 och co. Eftersom

(arctanz)/z\/x  arctanz  x + O(x?) 9 .
NG . - +0(@z°)—>1dax—0 (0<1<o0),

och vi vet att
|
——dzx ar konvergent,
/0 VT

sa ger jamforelseprincipen pa gransviardesform att

1 arctanx .
————dx dr konvergent.
0 .’L'\/.E
Notera att for 0 < x < oo géller
arctanz _ w/2

= TavE S ayvE

Eftersom

<1
/ dx ar konvergent
1 T\/ X

ger jamforelseprincipen att vi har

0</°°arctan:z:d <7r/°° 1 dr <
— ——dr < — ——dx < 00
- h /T —2); zyx ’

* arctan x
/ ————dx konvergent.
1

e

s 1 oo . -
Eftersom bade [; "“;t%dm och [ ar;t%dx ir konvergenta #r fven

° arctan x
/ ——— dx konvergent.
0

N

och alltsa ar dven

Svar: Konvergent.
2' 2r2_37~_2:O<:>r:2811€r7“:—1/27 Sé‘
Yp = AeQm + Be_z/Q-

—x/2

Med substitutionen y, = ze insatt i ekvationen far vi

2(ze7%/2)" — 3(ze%/2) — 2(ze%/?) = 2(D — 2)(D + 1/2)(2e"%/?) = /forskjutningsregeln/ =
2e7/2(D — 5/2) Dz = 2e7%/2(2" — 52/ /2) = 5e /2.

Detta kan vi 16sa med 2’ = —1 sa z = —z duger. S& en partikulérlosning &r y, = —2e~%/2, Detta
ger

Y=yn+yp = Ae*® + Be /% — ge/2,
Bivillkoret ger nu
y(0)=A+B=0< B=-A.

Svar: y = A(e?* — e %/2) — ze~ /2
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(a) Vi later f(z) = cos 2z och anvinder Taylors formel:

f"(x/6)
2

f(m/6) = cos(m/3) = 1/2, f'(x) = —2sin2z, f'(7/6) = —2sin(r/3) = —V/3, f'(z) =
—4cos2x, f'(m/6) = —4cos(m/3) = —2.

Svar: cos2z = 3 — 3(z — 7/6) — (z — 7/6)% + O((x — 7/6)3).

fx) = f(x/6) + f'(n/6)(x — 7/6) +

(z —7/6)* + O((x — 7/6)*).

k |$|2k<k2 + 1) |JJ|2 k |JJ|2
—_—y = — k2 +1 - —
\/7

5k
Alltsa ges, enligt rotkriteriet, konvergensradien av |z|?/5 < 1, d.v.s. |z| < v/5.

da k — oo.

Svar: Konvergensradien &r V5
()
sin? 3z +In(1 — 92%)  (3z — (32)3/6 + O(z°))? + (=922 — (=922)%/2 + O(x%))

4 x4
-1 4 2 6
_ Z135aY/ - Ol _ 1352+ O@?) — —135/2 da 2 — 0.
X

Svar: —135/2

1 1
yryy -5t =0s (L+yy' = 5t

Ekvationen dr alltsa separabel och vi integrerar nu bégge sidor:
1
/(1 +y)dy = / §exdx

1 1
y+§y2:§(e1+0)@y2+2y:e$+0.

Bivillkoret ger nu y(0)2 +2y(0) =9 — 6 =3 =¢° + C, d.v.s. C = 2. Ekvationen

vilket ger

Y 42y =e” +2

har 16sningarna

y=-—-1+£+v3+e",
men bivillkoret ger att den sokta losningen &r
y=—1—+/3+e%.

Notera att denna loser ekvationen for alla x € R.

Svar: y = —1—+/34+e%, —00 <z < 00.
5. Vi har

sinhx =

1 O N T T 7 R R S 7

3 2P . 3 2P
—e+ 4T e+ T I L o@D,
m+3!+5!+(’)(x) x+6+120+ (")

Eftersom sinh &r en udda funktion &r dven dess invers udda. Alltsa géller

arsinhz = Oy + Csa® + Csa® + O(a").
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Vi har nu

x = arsinh(sinh z) = Oy sinh x + C3(sinh x)® + Cs(sinh z)® 4+ O((sinh z)")

x> 2b 7 x> a 7 s x> ad 7 b 7
=C —+—+0 C —+—+0 C —4+—+0 @)
1<x+ 5 +120+ (x)>+ 3(x+ 5 +120+ (x )) + 5(x+ 5 +120+ (x )) +O(z")
— G 3 &) Cs 5 7
—Clm+(6+03)x +<120+2+05 m‘i‘O(.’L‘)
Detta kan bara gélla om
Ch C:  Cs
(& , G + C3=0o0c 120+ 9 +C5=0
Detta ger Cy =1, C3 = —1/6 och C5 = 3/40.
3 (173 $5
Svar: arsinhz = z — & 4 35 4 O(27).
6. Eftersom 22 4+ 3z — 2 = 42 har 16sningarna 2 = —1 och = = 2 ser vi att den kropp som soks

uppstar da omradet 22 +32x —2 < y < 4z, —1 < = < 2, roteras ett varv runt y = 4z. For ett givet
x € [—1,2] s& har linjen med detta x-viirde som ges av olikheten 22 + 3z — 2 < y < 4 tyngdpunkt

i
( x2—|—3x—2+4x) ( x2—|—733—2>
x, 5 =\t —5—)

Y

y =4z

y=2a>4+3x -2
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Tyngdpunktens viig for denna stolpe dr saledes m(z — 22 + 2)/v/17. Alltsa fas volymen enligt
Pappos-Guldins regel av

2
/2 W(x—x2+2)($—x2+2>dx: T |:4x+2x2_x3_‘r4+‘r5 :Lg
1 V17 V17 2 51, V1710
. _m 381
Svar: 7 10

7. Eftersom |ka* sin k| < k|z|* ser vi att serien &r absolutkonvergent om |x| < 1. Om |z| > 1 gar
inte termerna mot noll, si serien &r divergent for dessa.

Forst ser vi att
d o~ i S
x% Zx sink = ka sin k,
k=0 k=0
s& vi berdknar forst > p ;2 sin k. Notera nu att 2* sin k = Im((xe’)*). Detta gér att

. 1 _ iI\N+1 1 o iIVN+1 1 . i
E 2Fsink = Im E (xe’)}C — ImL _ Im( (xe ) )( xe )
k=0 k=0

1 — zet (1 —ze’)(1 — ze™?)

rsinl — VNt sin(N + 1) + 2V 2sin N
1—2zcosl + a2 '
Har ser vi att om |x| < 1 och vi later N — oo s& far vi:

> xrsinl
E 2Fsink =
k=0

1—2xcosl+ a2’

Slutligen géller darfor alltsa for |z < 1 att

ikxksink:zi xsinl _ (z — 2%)sin 1
k=0

dr1l—2xcosl+22 (1—2zcosl+x2)?

Svar: Serien konvergerar om och endast om |z| < 1, och for dessa x géller

ikxk sink = (z —2%)sin1
k=0

(1 —2xcosl+22)2’



