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Inga hjalpmedel. Losningarna ska vara fullstandiga, valmotiverade, ordentligt skrivna
och avslutade med ett svar.

Varje uppgift bedoms som godkéand eller underkand. Godkanda uppgifter ger sedan 2
eller 3 poidng medan underkdnda ger 0 eller 1 poéng. For betyg 3/4/5 réacker 3/4/5
godkénda uppgifter och 8/12/16 poéng.

Svar finns efter skrivningstidens slut pa kursens hemsida.

1. Bestam den 16sning till differentialekvationen
(2 +cosx)y — (sinz)y = 4e*
som uppfyller begynnelsevillkoret y(0) = 4.

2
2. Betrakta kurvan y = 3 2 0<z<1.

(a) Berikna langden av kurvan. (1p)

(b) Berdkna arean av den rotationsyta som uppstar nér kurvan roterar ett varv
kring linjen x = 2. (2p)

For full poéng pa del (b) kréavs en principskiss som motiverar formeln som anvénds.
3. Avgor k ()ik'l (b)i(l)’“t L ()/1 L 4
. Avgor konvergens:  (a sin — - an— (c —dx
& & — k — k 0 1—cosx
4. Bestam alla losningar till differentialekvationen

y" —3y" + 9y + 13y = 4 — 13z + 40 cos .

5. (a) Bestdm Maclaurinutvecklingen av ordning 3 till funktionen f(¢) = cost med
restterm i Lagranges form. (1p)

1/2 159 1
2
/0 cos(”) dz — 320 =S o 33" (2p)

(Aven en nagot simre uppskattning kan ge en poéng.)

(b) Visa att

6. Hitta 16sningen till (14 22)y” +4zy +2y = 0 som uppfyller bivillkoren y(0) = A,
y'(0) = B. For full poéng ska svaret ges dels i form av en potensserie, dels som en
andlig kombination av elementéara funktioner.

7. Lat fo(z) =z och fupi(z) =In(1+f,(2z)) for n=0,1,2,.... Bestém Maclaurin-
polynomet av ordning 3 till f,,, d.v.s. bestam koefficenterna a,,, b,, c,, d,, i utveck-
lingen f,(z) = a, + bpx + cp2® + d,2 + O(z4).
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1. Eftersom (2 4 cosz)’ = —sinz far vi omedelbart att
(24 cosz)y’ — (sinz)y =4e* < ((2+ cos x)y)/ =4e*” &  (2+cosx)y = 2e** +C.

Bivillkoret y(0) = 4 ger (24 1)-4 =2+ C, d.v.s. C = 10, och dirmed y = (2¢%* +10)/(2 + cos z).
2e2* 4+ 10
2+ cosx

(Alternativ borjan: Eftersom 2 + cosz > 0 kan vi skriva om differentialekvationen till den ekviva-
lenta formen

Svar: y =

—sinx 4e%®

() y' +

och koefficienten for y &r g(z) = (—sinz)/(2 + cosz), med en primitiv G(x) = In(2 + cosz) (sétt

t = cos, t.ex.), sa en integrerande faktor dr e“(*) = exp (111(2 + cos x)) = 2+ cos z. Multiplikation
av (x) med denna gor att vi aterfar den ursprungliga differentialekvationen. Dérefter som ovan.)

2+cosxy: 2+ cosx’

2. Bagelementet dr, nir vi anviinder z som en vixande parameter,

ds = VP + @) =1+ (1) de = j—i=w“/=¢1+wdw=ds<w>.

(a) Kurvans lingd dr

L:/Olds(x):/01(1+x)1/2dx: {%]:=§(2ﬂ—1)-

0 z 1 laxel ¥ =2

Nér bagelementet ds = ds(z) vid x roterar kring axeln x = 2 skapar det ett cirkulirt band
med radie r(z) = 2 — 2 och sned kantlingd ds(x) och didrmed area dA(z) = 27r(x) ds(x). Vi
far darfor att arean av rotationsytan dr

Arot/0127r(2x)ds(z)27r/01(2x)(1+z)1/2d:c/t1+:c/

2 3/2 5/272
:271'/ (3t1/2—t3/2)dt:2w[3t ! ] _or
1

o 5(3\/5—2).

87

Svar: (a) 2(2v3 1) (b) 73V~ 2)

sin(1/k)
1/k
ar # 0 da k — oo. Serien ;- ay dr dérfor divergent, enligt Divergenstestet.

1
3. (a) Sitt ar = ksin e Vi ser att ap = — 1 da k — oo enligt standardgriansvérde, sa

1 1
(b) Sétt ar = (—1)* tan T Eftersom tanE > 0 da k > 1 &r serien Y -, aj alternerande, och

eftersom dessutom |ag| = tan— N\, 0 da & — oo (|ax| avtar mot noll, d.v.s. |ai| > |az| >

lag| > ... och |ag| — 0) &r serien en Leibnizserie, och ddrmed konvergent.

1
(c) Satt f(x) = p— Vi ser att f(x) > 0 och att fol f(z)dx &r generaliserad endast i 0. Vi
—cosx
fax 1 1 1 1
f(x)

T1-(1-2%/2+0(Y) 22 1/2+0@?) Yooy




med g(z) = 1/2%, och noterar att g(x) > 0 och att fol g(z) dz dr generaliserad endast i 0.
Vidare,

flx) _ 1

g(z)  1/2+0(a?)

och eftersom 0 < 2 < oo sédger Jamforelsekriteriet pa gréansvirdesform att integralerna
fol f(z)dx och fol g(x) dz antingen bada ér konvergenta eller bada divergenta. Men fol g(x)dx =

— 2 da x — 0T,

fol(l /x?) dz dr divergent (standardintegral), och ddrmed &r ocksa fol f(z) dz divergent.
Svar: (a) Divergent (b) Konvergent (c) Divergent.

4. Karakteristiskt polynom r® — 3r% +9r + 13 = (r + 1)(r? —4r + 13) = (r+1) ((r — 2)? + 3%), med
nollstéllena r; = —1, 72 3 = 2 & 3¢. Homogenlésningen blir darfor

yn = Ae™® + **(B cos 3z + C'sin 3x).

For att finna en partikulérlosning y, delar vi upp hogerledet enligt h(z) = hi(x) + hao(z), dér
hi(x) =4 — 13z och ha(x) = 40 cosz, och svker partikuldrlosningar till var och en av dessa.

Ansatsen y,1 = ax + b ger y,; = a samt y,;; = 0 =y}, och ddrmed y,; — 3y, + 9y,; + 13y, =
9a + 13(az + b) = 13ax + (9a + 13b), som blir lika med 4 — 13z for alla  om 13a = —13 och
9a +13b =4, d.v.s. om a = —1 och b = 1; saledes duger y,; = —z + 1.

Ansatsen yy2 = acosz + bsinz ger y,, = —asinx + bcosz, y,, = —acosz — bsinx och y; =
asinz — bcosz, och dirmed &r 5 — 3y, + 9ype + 13yp2 = (16a + 8b) cosx + (—8a + 16b) sinz,
som blir lika med 40 cosx for alla  om 16a 4+ 80 = 40 och —8a + 16b = 0, d.v.s. om a = 2 och

b=1; ypo = 2cosx + sinx duger darfor.

Linjariteten ger slutligen att alla 16sningar till differentialekvationen ges av y = yn + (Yp1 + yYp2) =
Ae™® + e**(Bcos3x + Csindz) —x + 1+ 2cosz + sin .

Svar: y = Ae™® + e**(Bcos3x + Csin3z) —x + 1+ 2cosz + sinz.

5. Maclaurins formel for f av ordning 3 med restterm i Lagranges form:

" " (4)
L0 S0 100,

f@t) = f(0) + f'(0)¢
for nagot & = £(t) mellan 0 och ¢.

(a) Med f(t) = cost blir f'(t) = —sint, f"(t) = —cost, f”(t) = sint och f*(t) = cost, varfor
f(0) =1, f/(0) =0, f"(0) = —1, f/(0) = 0 och f*(£) = cos&, och dirmed blir

1
costzl——tQ—i—%

4
2 24

for nagot £ = £(¢t) mellan 0 och .
(b) Med t = 22 far vi

1/2 1/2 1 1/2 1 1/2
/0 cos(z?) dx = /0 (1 - 5304 + C;Z§x8) dx = /0 (1 - 5904) dx—i—/o C;Z€$8 dx
—_—

Exakt virde Approximation Approximationsfel

for nagot ¢ = &(x) mellan 0 och z?. Approximationen till integralen #r f01/2(1 —2t/2)dx =
[z — 2°/10]3/% = 1/2 — 1/320 = 159/320, sé eftersom |cos&| < 1 for alla & € R. far vi

1/2 1 1/2 1/2
/ cos(xQ)dxfﬁ = / %xgdz S/ %zg dx
o 3200 |), 24 o |24
1/2

vilket skulle bevisas.



6. Ansiitt y = co+crztcor?+... =Y o cka”, [z| < R, dér konvergensradien R dnnu #r okéind. Da
blir y' = c142c2+... =Y oo g kega™ L och y” =300 k(k—1)cka™? = 370, k(k—1)cpa™™? =
Yoreo(k+2)(k + 1)cpyozt for |z] < R. Alltsa far vi

(1+2%)y" + 4oy’ + 2y = Z(kz + 2)(k 4 1)cppoz”® + Z k(k —1)cpa® + 4 Z kepa® + 2 Z cpa®
k=0 k=0 k=0 k=0
= Z ((k2 + 3k + 2)cpao + (k% + 3k + 2)ck)xk, |z] < R,
k=0

sa entydighet hos koefficienterna innebér att

(A+22)y" 44y’ +2y=0 < (> +3k+2cpo+ (K +3k+2)ck =0, k=0,1,2,...
& Cpyo=—ck, k=0,1,2,...

Bivillkoren y(0) = A och ¢/(0) = B ger ¢p = A och ¢; = B, och formeln for koefficienterna ovan
ger darfor att

co=A, co=—A, ¢4y =A, cs=—A, ... och c1=B, c3=—-B, ¢cs=B, ¢c;=-B, ...

Sa

0o 0o 0o [ 0o
y = chl'k _ Z 02mx2m + Z c2m+1$2m+1 — A Z(_l)mem +B Z (_1)m$2m+1
k=0 m=0 m=0 m=0 m=0

Jamna index Udda index
> 1 A+ Bx
= (A B —1)™ 2m _ A B _ <1
(A+Ba) 1" = (A4 Ba)y g = T el <1
d.v.s. R =1, eftersom Y~ (—1)"2*™ #r en geometrisk serie med kvot ¢ = —z?.
> > A+ Bz
. _ E m,.2m § m_2m—+1 __
SV&I‘. Yy = Am:O(*l) T +Bm:O(*1) X = W, |ZL'| < 1

(Anmiirkning: Aven om den 16sning vi hittat med potensserieansats bara #r definierad i intervallet
—1 < 2z < 1 ser vi—iefterhand, genom direkt inséttning i differentialekvationen — att funktionen
y = (Ax+B)/(1+a?) for z € R faktiskt dr en 16sning till differentialekvationen pa hela R, och att

y(0) = A, 3/(0) = B for denna. Man kan ockséa observera att ((1 +x2)y)” = (1+22)y" +4zy’' +2y.)
7. Att fo(z) = o medfor trivialt att ag = 0, bp = 1 och ¢y = dy = 0. Vidare, eftersom f(0) = 0

ser vi att f1(0) = In(1 + fo(0)) = In1l = 0, och genom att upprepa inser vi att f,(0) = 0 for
neN=1{0,1,2,...}; alltsa ér a,, = 0 for n € N, d.v.s.

fu(@) = bpz + cpa® + dya® + O(a?).
Sitt t = fu(z). DA far vi t2 = b22? + 2b,c,23 + O(x?), 3 = b3 2% + O(2?) och O(t*) = O(x?),
varfor
for1(@) =In(1+ fu(z)) =In(l+t) =t —2/2+ /3 + O(t")

=bpx + (¢, — b2 /2)2? + (d, — bpcp + 03 /3)x + O(x?)

= bp12 + cpp12% + dppr2® + (9(:04),
d.v.s., tack vare entydighet hos Maclaurinkoefficienterna,

bui1 =bn, Cnp1=cn—b2/2, dpy1 =dp —bpc, +03/3, neN.
Eftersom by = 1 ser vi att b, = 1, n € N. Vidare, att ¢g = 0 och ¢,y1 = ¢, — 1/2 ger ¢, =
Z;é(—l/Q) = —n/2, n € N (dven for n = 0). Slutligen, dy = 0 och dp,41 = d,, + n/2 +1/3 ger
dn = Y32 (k/2 +1/3) = [aritmetisk summa] = (1/3+ (n — 1)/2+1/3) - n/2 = (3n + 1)n/12,
n € N (dven f6r n = 0).
n o, @Bn+ln

. _...n 4
Svar: fp(z) =2 5% + 5 + O(a%).
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