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Inga hjalpmedel. Losningarna ska vara fullsténdiga, vdalmotiverade, ordentligt skrivna
och avslutade med ett svar.

Varje uppgift ger hogst tre podng. En uppgift rdknas som godkédnd om den bedomts
med minst tva podng. For betyg 3, 4 respektive 5 kridvs dels minst atta, tolv respektive
sexton poang totalt, dels minst tre, fyra respektive fem godkénda uppgifter.

Svar finns efter skrivningstidens slut pa kursens hemsida.

1. Betrakta ekvationen
y' +ay' + by = g(x)

dér a,b ar reella konstanter och g en kontinuerlig funktion. Bestdm a,b och g(z)
om man vet att y(z) = C1e** + Che” + sinz, Oy, Cy godtyckliga konstanter, &r den
allménna 16sningen till ekvationen.

Ange dérefter den 16sning y(x) sadan att y(0) = 3'(0) = 0.

2. Det begrinsade omradet mellan kurvan y = 3z — 2 och linjen y = z — 3 roteras ett
varv kring linjen x = —2. Beréikna volymen av den uppkomna rotationskroppen.

3. Avgor om integralen

& 1
—dx
/o v+ a3

ar konvergent eller inte.

4. (a) Bestdm taylorutvecklingen av ordning 2 med restterm i ordoform av y/z kring
r=3.

(b) Berikna lim (In (1 +22))° — 42
20 r —sinx '

3+In(3zx—-2)-3
(c) Berdkna lim i n(2x ) =3
z—1 sin®(z — 1)

5. Betrakta den ordinara differentialekvationen
(> = Dyy' =y* -1, —-l<z<l.

(a) Bestdm alla 16sningar y som ér konstanta for x€]—1, 1].

(b) Bestdam den 16sning y som uppfyller y(0) = —2.

VAND!



(Ip) 6. (a) For k > 1 definiera

sin z om k ar udda
Qp = 1
sin-—  om k &dr jamnt

kQ

Ar Z(—l)kak konvergent eller divergent?
k=1

(2p) (b) For vilka € R &r serien
i ! + ! +...+ = x"
—\1 2 " n
konvergent?
7. Finns det en funktion f med foljande egenskaper:
— f &r kontinuerlig pa [0, co[ och f(x) > 0,
— for varje heltal n > 0 &r f(z) obegrinsad pa [n, oo,

— / f(x)dx &r konvergent.
0

Motivera att en sadan funktion inte kan finnas eller konstruera en funktion med
ovanstaende egenskaper.
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1. Da y(x) = C1e** + Cye” + sinx dr den allménna l6sningen foljer det att
Yp = C1€% + Che®,

dvs den karakteristiska ekvationen r? + ar 4+ b = 0 har l6sningarna 1 och 3. Faktor-
satsen ger da
r+ar+b=(r—1)(r—3)=r>—4r+3,

dvs a = —4, b = 3. Vidare foljer det att y, = sinz. Insédttning ger
y, — 4y, + 3y, = —sinxz —4cosx + 3sinx = 2sinx — 4cosx = g(x).
Slutligen

y(0)=C1+Cy =0, y'(x)=3C1e* + Coe” +cosz =y (0) =3C, +Cy +1=0

Cl + CQ =0 ekgvl Cl -+ 02 = 0 — Cl = —1/2 s& att
301 +02:—1 —202:—]_ 02: ]_/2
1

y=73 (ex — egx) +sinz.

(ex — egx) +sinx

DO | —

Svar: a=—4,b=3, g(r) =2sinz —4cosz, y =

2. Vi borjar med att rita en figur.

dA= Bz —af — (x—3))do = (34 2z — 2%) dx
dV =TP:s viighlA = 2m(z + 2) (3 + 22 — 2°) dx

r= -2

Skérningspunkterna mellan parabeln och linjen fas ur

3r—2'=1-3 & 22— 22-3=0 <= r=1+VI+3=1+2=-1,3.



Figuren ovan och Pappos-Guldins regel ger sedan
dV = TP:s viig - dA =27 (x + 2) (3 + 2z — 2°) do = 27 (6 + Tx — 2°) du

3 7 BRE
V:27r/ (6+7x—x3)d:c:27r[6x+—x2——a:4] =
» SR

63 81 71 56 80
=2r (18+ — ——— [ —6+-—- o244+ = — =) =
r(s+ G- (-org-g)) (2T -F)

= 27 (52 — 20) = 64x

Svar: V = 64r

. Integralen &r generaliserad i bade 0 och co. Vi delar darfor upp ursprungsintegralen
och studerar integralerna

/ ! d h /oo ! d
———dxr oc ———dx
o V& + a3 1 Vo + a3
var for sig.

For 0 < x <1 géller

1 1 1 1
— e <—’
T+ 23 z(1+22) Jov/1+22~ Vo

dvs integranden #r jimfoérbar med 1/y/z. Eftersom / —da: ar konvergent enligt
Sats 10.12 (b), sid 456 i boken (v =1/2 < 1) folJer det ur Sats 10.11 (Jamforelsesats

[ 7=

[ for generaliserade integraler, sid 456) att dx ar konvergent.

For x > 1 géller

1 1 1 1
= — — —
Vv + a3 , 1 Va? |+ 1 1 |+ 1
x (1 + P) 72 N3 72
. <1 <1
da x — oo. Eftersom —3d;1: = 32 ——=dx &ar konvergent enligt Sats 10.12
Lz

1
(a), sid 456 i boken (o = 3/2 > 1) fOL]GI‘ det ur Sats 10.13 (Jamforelsesats 1T for
1
1 Vot ad
Da bada delintegralerna ar konvergenta ar den ursprungliga integralen konvergent.
Anmaiarkning: Man kan naturligtvis anvinda vilken som av jamforelesesatserna i

bada fallen. I detta fall fungerar bada lika bra.
Svar: Integralen &r konvergent.

generaliserade integraler, sid 458) att dx ar konvergent.



4. (a) Vi borjar med att sitta © = 3+t. Da « &r nédra 3 blir foljaktligen ¢ néra 0 och vi
kan anvinda maclaurinutveckling.

VI = {x:3+t] :\/3—+t:\/§<1+§)1/2:

=3 <1+%é+ (122) (%)2+(9(t3)> = \/§<1+é_ é-§+0(t3)) —

= 3<1+3—ﬁ+0(t3)): [t:x—?)] =

1
Svar: v/3 <1 +—(x—3)— —=(x = 3)* + O((x — 3)3))
(b) Maclaurinutveckling av téiljare respektive ndmnare ger

2

(In (1 +2x))* = (Qx - %(21‘)2 +0 (x?’)) = (22 -2+ 0 (2%))" =
= 42° — 82° + O (2%)

r—sinr=1x— (x—%x3+(’)(x5)) :1x3+0(:p5)

6
(In(1+22))° —42®  42? - 82° + O (2*) — 42? -8+ O(x) 48
xr —sinz t23 + O (2°) £+ 0(a?)
daz — 0.
Svar: —48

(c) Byt variabel, v =1+tsaatt x — 1 <= ¢t — 0. Da fas

In(1+3t) -3t

3+1n(3x—2)—3x:3+1n(3(1+t)—2)—3(1+t)

sin?(z — 1) sin’t sin?t
_ 3t T30+ O(t3) — 3¢ _ =22+ 03 _
sin?t t? sin?t
9 sint 9
=(—=+0(t — - —=
SRDICYIES
int
dit—0 eftersom lim =1 (standard).
t—0 ¢

9
S P ——.
var 5




5. (a) Om y(x) = K for alla z€]—1,1[ sa dr y'(z) = 0 for alla z€]—1,1[. Insatt i

ekvationen ger detta att
(>~ 1DK0=0=K*—-1 < K*=1 <= K = +1.

Svar: (a) De losningar som ar konstanta pa |—1, 1] &r y = +1.

(b) For x€]—1,1] och y # +1 géller

vy’ 1

2_1 I 2_1 —
(2 =Dyy' =y A7 Rl S
Y 1 2
<:>/y2_1dy:§ln}y —1’:
1 1 1 1 1
:/ d:v:/ da::—/ - dx =
x?—1 (r—1)(x+1) 2 r—1 xz+1
1 1 -1
5(1n\x—1\—1n|x+1\+0):§(ln i+1'+0) =
9 r—1 r—1| &
<:)ln}y —1’:ln +C=1In e =
1 T+
}y2—1’: ‘ 1ec<:>y2—1:Kx_1 K#0 <
r+1 r+1’

Villkoret K # 0 beror pa att K = €. I detta fall leder K = 0 till att y blir nagon
av konstantlosningarna fran (a) ovan. Eftersom y(0) = —2 < 0 foljer det att

/1 x
ZE+1
/ \/ 3x+1 Y A
z+1 r+1

6
xr+1

-1
-2

y=-
Svar: (b) y=—




6. (a) Studera delsumman

agk—1 = Jn — Un
1

2N N
dela upp, udda k for
o= 0= [ |~ 2"

N
sig, jamna for si
k=1 &) & k=1 k=

och studera Jy och Uy var for sig.
Vi borjar med Jy. Jamforelse pa kvotform med 1/k* ger

. . 1
ar R 1Mgm 1
T - 1 1 1 1
k2 k2 4k?

= 1
da k — oo. Da Z =] ar konvergent enligt Sats 10.5, sid 442 i boken, foljer det
k=1

att aven

i sin !
po (2k)?

ar konvergent enligt Sats 10.7 (Jamforelsesats II for positiva serier, sid 446).
Da Jy ar en delsumma till ovanstaende serie foljer det att Jy har ett dndligt

gransvirde da N — oo.
[ee]

Pa samma sétt ser vi att Uy ar jamforbar med 1/k. Eftersom Z z ar divergent

k=1
enligt Sats 10.5, sid 442 i boken foljer det att dven

[e.e]

) 1
Zsmzk+1

k=1

ar divergent enligt Sats 10.7 (Jamforelsesats I for positiva serier, sid 446). Da
Uy ar en delsumma till ovanstaende serie foljer det, eftersom termerna i Uy &r
positiva, att Uy — oo da N — oo. Foljaktligen géller

SQN:JN—UN%—OO, da N —

och dédrmed &r serien divergent.

Svar: Divergent.

Anmirkning: Observera att serien uppfyller tva av tre krav i Leibniz kriterium,
den &r alternerande och termerna gar mot noll. Leibniz kriterium ar dock inte
tillimpbart eftersom termernas belopp inte avtar!




(b) Vi anvénder kvotkriteriet.

1,1 1 1Y ntl 1,1 1 1
| _ |Gzt Fatag)e | G5t a) ta
a | C+lt. . +iyam Sl s e R
n 1Ty 2 T n

1
= |z [ 1+ +—52F - | = |z|] dan— o0
1T t... .+
1 1 1 - .
eftersom — 0 och —+—-+...+ — — oo. Kvotkriteriet ger da att
n+1 1 2 n

potensserien ar (absolut)konvergent om |z| < 1 och divergent om |x| > 1.
x = +1 ger serierna
/1 1 L gy
;(I—Fi—F—Fg)( )

1 1 1
Aterigen, eftersom 1 + 5 + ...+ — — oo gar termerna inte mot noll. Darmed &r
n
serierna for x = +1 divergenta enligt divergenstestet (Sats 10.1, sid 436).

Svar: Konvergent endast for —1 < x < 1.

. Det finns en funktion som har de efterfragade egenskaperna! Observera att detta dr en
avgorande skillnad mellan serier (vars termer gar mot noll om serien &dr konvergent)
och generaliserade integraler.

Det finns manga sétt att konstruera en san hér funktion. Ett sétt dr foljande: Lat
T}, vara en triangel med bas 2-47% och h6jd 2%, d vs basen minskar mot 0 och hjden
okar mot oo da k — oo och

(2:47F) 28 = (22)F 2k =27k — o7k

N | —

1
arean av 1, = A, = abas-héjd =

da k — oo.
Vi avstar fran att ge en formel for hur den sokta funktionen skall se ut, utan nojer
oss med att beskriva dess graf.

1 1
For 1§x<1+1 ges grafen av 717, 1+Z§x<2 ar f=0,

1 1
for 2§:1:<2+E ges grafen av Ty, 2+E§x<2 ar f =0,

1 1
for 3§x<3+ﬁ ges grafen av T3, 3+E§x<3 ar f =0,

1 1
for 4§x<4+ﬂ ges grafen av Ty, 4+E§x<4 ar f=0

och sa vidare.
Grafen till f bestar alltsa av z-axeln for det mesta, dvs f = 0, men till hoger om



x = k ligger triangeln T} som blir hogre och smalare ju storre £ blir. Féljaktligen
uppfyller f de tva forsta kraven i uppgiften.

Aterstar att berikna integralen. Da virdet av denna ér den samlade arean under
grafen foljer det att

/100 f(z)dx = i (arean av Tj) = i ok _ %1 i

T=1
k=1 k=1 2

N | —

da summan ar en konvergent geometrisk serie med kvot =

Svar: Foljaktligen finns det funktioner med de specifcerade egenskaperna. Se figur
pa nista sida.
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