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Inga hjalpmedel. Losningarna ska vara fullstandiga, valmotiverade, ordentligt skrivna
och avslutade med ett svar.

Varje uppgift ger hogst tre poang. En uppgift raknas som godkind om den bedomts
med minst tva poang. For betyg 3, 4 respektive 5 kravs dels minst atta, tolv respektive
sexton poang totalt, dels minst tre, fyra respektive fem godkanda uppgifter.

Svar finns efter skrivningstidens slut pa kursens hemsida.

1. Bestam den 16sning till differentialekvationen 4y3y’ = 1+ y* som uppfyller begyn-
nelsevillkoret y(0) = 1. (Losningens definitionsméngd maste anges for full poéng.)

2. Berédkna arean av det omrade i planet som i polédra koordinater ges av

0<¢<m/2, O§r§<peg"3.

3. Bestam konstanterna a och b sa att foljande gransvarde existerar dndligt:

2
e I+z2 _ 0 b2
lim )
x—0 1;4

Bestam aven gransvérdet for dessa virden pa a och b.

4. Bestdm den allménna l6sningen till v — ¢/ — 12y = ze'®.
> 1
5. (a) Avgdr om / In (1 + —5> dx ar konvergent. (1p)
1 x
(b) Avgor for vilka = som io: (=1" 2" ar konvergent (2p)
— ompl/2 ’

6. Bestdm alla tva ganger kontinuerligt deriverbara funktioner y(x) som loser

vy () — 2/ y(t)dt =42, x> 0.
0

7. Visa att om Y -, aj dr absolutkonvergent samt f : N — N &r bijektiv (d.v.s. for
varje j finns exakt ett i sa att f(i) = j) sa géller att

oo
D =

k=1

af(k)-

00
k=1

Lycka till!
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1. Eftersom 1+ y* > 0 for alla y giller
3

Tt !

43
/ 4 dy:/d:c,
1494

In(1+y) =z +ec

4y3y’ =1 +y4 &

Alltsa géller

d.v.s.

y(0)=1gerln2=c¢, sa
1+y*=2e% y= 2" —1.
Detta géller da z > —In 2.

Svar: y = v2e* — 1, (x > —In2).

2. Formeln for area i poldra koordinater ger

/2 h((p)2 /2 1 N
—_— = — ¥ =
/0 y /0 2 (‘pe ) de

/2 /2 w34 _
:/ 1(,0262"”3dcp _ iQQ“’B _e / 1.
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Svar:

3. Eftersom

t2
et:1+t+§+0(t3),

e 1+z2 _ (1+a:2/2—w4/8+(9(w6) —e- e(z2/2—w4/8+0(w6)
{t=2%/2—2%/84+ 0%} =...=e(l+2%/2+ O(z9)),
s ser vi att vi méste ha a = e och b = e/2 om grinsvirdet ska existera. For dessa véirden far vi
1+x2 _ 2 2 O 6
lim LT o
z—0 x z—0 T
Svar: 0.
4. Homogen ekvation: > —r — 12 = 0 & r = —3 eller » = 4. Dérfor giller att den homogena

ekvationen y; — y;, — 12y, = 0 har den allménna Isningen
yp = Cre 3% 4 Chel®.

Partikulirldsning: Vi gor ansatsen y, = ze?®, vilket ger:

(D?—D—12)ze* = (D+43)(D—4)ze** = {forskjutningsregeln} = ¢**(D+7)Dz = (2" +72) = xe'®.

D.v.s. vi vill hitta en funktion z s.a. 2’ + 72’ = . For detta ansitts z = ax? + bz, vilket insatt i
ekvationen ger 2a + 7(2ax + b) = . Denna har 16sningen a = 1/14,b = —1/49.

Svar: y =y, +y, = C1e73% + (Coy + 22 /14 — x/49)e*
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(a) Integralen iir generaliserad endast i oindligheten. Eftersom In(1+1/2%) = 1/25+0((1/2°)?)
da x — oo samt att vi vet att den generaliserade integralen floo %dw ar konvergent och

5
0< lim In(1+1/2°)

300 1/:55 — 1 < 007

sa foljer fran jamforelseprincipen pa gransvirdesform att integralen dr konvergent.
(b) Vi tillimpar kvotkriteriet for att fa fram konvergensradien:
|ansa| _ J2["/@ P+ DYE) a0l ||

_ I O N L T .
lan| z|" /(270 1/2) 2 i1z g @™

Alltsa dr konvergensradien 2. For « = 2 far vi serien

> —1)non > —1)"
2:1 (Qn»,zl/Q = Z (nl/)Q :

n=1

Denna serie dr alternerande samt har termer vars absolutbelopp avtar mot noll da n gar
mot odndligheten, och dirfér &r den konvergent enligt Leibniz.

For x = —2 far vi serien
oo oo
2m 1
Z onpl/2 Z nl/2
n=1 n=1

som dr divergent.

Svar: a: Konvergent. b: Konvergent da —2 < x < 2.

- /
(xzy' — 2/ ydt) = (42®)
0

22y + 2xy’ — 2y = 1222,

ger

(observera att = = 0 insatt i ekvationen bara ger 0 = 0).
Substitutionen z = e’ ger nu med z(t) = y(e?)

/ t,/ / " 2t 11 t, ! 2,1 /
zZ=ey =xy, z =ey +ey =zYy +ay.

Detta ger ekvationen

22y +ay +ay — 2y =2" 42 — 22 =12

Detta r en andra ordningens linjir diffekvation med konstanta koefficienter. Eftersom r2 47 —2 =
(r — 1)(r + 2) har denna homogenl6sning

2p = Cret + Che 2,
For att hitta en partikulirlosning ansitter vi z, = Ae*" (A konstant) och far ekvationen
(D —1)(D +2)(Ae?) = (D + 1)(D + 4)A = *'4A = 12",
D.v.s. A = 3. Detta ger
y = Chx + Cox™? + 322
Svar: y = Cz + Cyx ™2 4 322

7.Lat S =Y ;- a,. Givet £ > 0 finns det N sadant att

N
Zak—S

k=1

o0
Z lax| < e/2, och darfér dven
k=N

<e/2.




SVAR M.M., ENVARIABELANALYS 2, TATA42, 2016-08-25 3

Eftersom f dr bijektiv kan vi vélja M sé stort att f(k) > N for varje k > M, da géller dven att
for varje | < N finns k < M sadant att f(k) = 1. Om nu n > M far vi om vi later A = {k:1 <
kE<n,f(k)> N}

n

N
Dagm =S| =D an+ D agm -9
k=1 k=1

keA
N N
Z ap — S Z ap — S
k=1 k=1

+ ) lagml <
keA

Eftersom ¢ > 0 var godtyckligt betyder detta per definition att ) -, ay) ar konvergent med

summa, S vilket skulle visas.

= < +

Z af(k)

keA

<

N
Zak - S
k=1

<

o0
+ Z lag| <e/2+4¢/2.
k=N



