LINKOPINGS UNIVERSITET Kurskod: TATA42
Matematiska institutionen Provkod: TEN1
Matematik och tillimpad matematik Datum: 2016-05-31

Institution: MAI

Tentamen i Envariabelanalys 2
TATA42/TEN1 2016-05-31 8-13

Inga hjéalpmedel. Losningarna ska vara fullstdndiga, valmotiverade, ordentligt skrivna och
avslutade med ett svar.

Varje uppgift ger hogst tre poéng. En uppgift rdknas som godkénd om den bedémts med minst
tva poang. For betyg 3, 4 respektive 5 kravs dels minst atta, tolv respektive sexton poéng totalt,
dels minst tre, fyra respektive fem godkianda uppgifter.

Svar finns efter skrivningstidens slut pa kursens hemsida.

1. Bestdm volymen som uppstar da det begrinsade omradet mellan y = 4x —2?+1ochy = 1

roterar ett varv kring x = —2.
< 3k
2. For vilka x € R k —7
or vilka x onvergerar kz_; Sk

3. (a) Finn Taylorutvecklingen av ordning 2 for Inx kring = e (restterm pa ordo-form).
(b) Hitta Maclaurinutvecklingen av ordning 2 for e¥'™* (med resttermen O(z?)).

6 (arct - —1) —ab

(¢) Vad blir lim (arctan(z) — z) (cos(z) — 1) — x

?
x—0 .Z'7

4. Hitta alla losningar y(z) till y"” + 4y” + 4y = 12e¢** sa att y(0) = 1, /(0) = 0
samt lim y(z) = 2.
T—00

o Sin (%) arctan

xT

5. Konvergerar integralen / dxz? Motivera noggrant.

0 zy/In(1 + )

6. Visa att y = /x loser ekvationen
4(2% — 2y —day + (1 +2)y =0, x>1,

och hitta sedan alla 16sningar till denna ekvation genom att géra ansatsen y(z) = z(x)/.

7. Lat a > 0 for k = 1,2,3,... och antag att ;ak ar divergent. Visa att ; ] ikak ar

divergent.



Losningsskisser

1. Kurvan y = 42 — 2? + 1 skiir y = 1 precis da
dr—2*+1=1 & z2z4-2)=0 < z=0ellerz=24.

Det begrinsade omradet ges dirfor av 1 < y < 4r—22+1 och 0 < z < 4. Rekomendationen
brukar vara att rita en figur, sa vi gor detta.
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For ett litet area-element dA vid  med tjocklek dx sa ligger tyngdpunkten approxima-
tivt 2+ x fran rotationsaxeln vagritt. Tyngdpunktens vig for dA blir saledes 27 (24 x). Vi-
dare ges dA av en rektangel med hojden 4z —2%+1—1 och bredden dx, sa dA = (4o —2?)dw.
Enligt Pappos-Guldins formel ges nu det lilla volymselementet dV av

dV =2m(2 + 2)dA = 27(2 + ) (4 — 2?)dzx = 27 (87 + 22° — 2°)dx

och diarmed erhaller vi den efterstkta volymen genom att summera dessa volymselement:
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Sjalvklart kan integralen dven stéllas upp direkt med hjilp av ”cylinderformeln.”
2567
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2. Vi borjar med att bestdmma konvergensradien R for serien. Eftersom

2N e (2
_(7) efﬁn“ —>(7> , dék-)OO

sa dr serien absolutkonvergent enligt rotkriteriet da

3
<%> <l & J|z|<2

Svar:

x3kz

8k In k

och divergent om x > 2 eller x < —2. Kvar att underscka ar punkterna x = +2. Om z = 2
ges serien av

= 23k = 1
8k kz_; Ink

k=2



som é&r divergent eftersom In k < k£ och den harmoniska serien ar divergent. Om z = —2

kan serien uttryckas
8k1In k Ink

k=2 k=2

Eftersom termernas belopp i denna serie avtar mot noll, dvs 1/In(k + 1) < 1/Ink
och 1/Ink — 0, samt att serien &r alternerande, foljer det att serien dr konvergent enligt
Leibniz kriterium.

Svar: -2 < x < 2.
3. (a) Vi infér variabeln t =z —e. Da dr t ~# 0 da x = e och

Inx = In(e+t) =In(e(1+t/e)) =1+ 1In(1+t/e)

—1+E—£+O(t3)
B e 2e?

1 1
:1—1—5(33—6)—2—62(1'—6)2—1-0((33—6)3).

(b) Vi utvecklar kvadratroten i exponenten férst och ”bryter ut” e! sa vi far en ny
exponent som #r liten nir z dr liten. Sen utvecklar vi e’ och erhaller
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6\/1+2:1: 1+§2x—§(2$)2+0(:c3) z—5224+0(z3)
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—e- <1+x—1x2+1x2+0(x3)) =e- (1+2+40(z%).

= ce
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(¢) Vi ser pa ndmnaren hur langt vi behover utveckla och skriver dérfor

6(arctan(z) — x) (cos(z) — 1) =6 (x o + v +0(2") — :p) <1 _z + i + O(2%) — 1)

3 ) 2 4!
L 0
—G(E‘m‘mw@f >>
41
=15 — @ﬂ + O(2%)

Salunda blir
6(arctan(z) — z) (cos(z) — 1) — ° 41

o7 = —o5 H 0" = —o, daw 0.
Svar: (a) 1+ é(x —e) - 2—162(93 —e)’+0((z—e)®). (b)etex+0(G"). (o) _%.
4. Det karakteristiska polynomet ges av
p(r) =r*+4r* +dr = r(r* + 4r +4) = r(r + 2)%.
Rotterna ar alltsa r = 0 och r = —2. Enligt sats ges nu samtliga losningar till den

homogena ekvationen p(D)y, = 0 av

yh<l’> = 01 + (CQ + 0313)6_23:.



Vi soker nu en partikuldrlosning y,(x). Lamplig ansats ér till exempel y,(z) = z(z)e "

Forskjutningsregeln visar nu att

p(D)y, = p(D)(ze **) = e **p(D = 2)z = e **(D — 2)(D — 2+ 2)*2
= e*2$(D _ 2)2// _ 67233(2,/// . 22//)'

Detta uttryck insatt i ekvationen medfor att
p(D)y, =12"% & 2" —-22"=12.
En 16sning z(x) till denna ekvation finner vi genom ansatsen z(z) = Az?, ty
0-44=12 < A=-3

s& z = —32? och y, = —3z%¢~**. Den allménna 16sning till ekvationen ges ddrmed enligt
superpositionsprincipen av

y(x) = C) + (Cy + Caz — 32%)e .

Alltsa blir
y'(z) = 6_2”(—202 — 2052 + 622 4+ C5 — 6m)

och darmed finner vi att
y(0)=C,+Cy =1 och y'(0)=—2C,+ C3=0.

Vidare ar lim y(z) = C; = 2,sa Cy =1 — C; = —1 och C3 = 2Cy = —2. De eftersoka
r—r00

l6sningarna ges darmed av
y(z) =2 — (14 2z + 32*)e ™"
Svar: y(z) =2 — (14 2z + 32?)e 2.
. Eftersom integralen &r generaliserad bade i 0 och co sa delar vi upp i tva delar:

/1 sin (\%) arctan x et /oo sin <\/L5> arctan o
o zy/In(1+2x) 1 zy/In(1 + )

Vi borjar med att undersoka integralen pa [0, 1]. For = €]0, 1] géller att

. 1
<in <\/_E) arctan x 1 arctanzx 1

zy/In(14+2) |~ Ve = e 1In(1+z)

Nu vet vi att z7tarctanz — 1 och z7'In(1 +z) — 1 da z — 0, sa

. arctanx 1
lim =1
z—0F x 1 ln(l + x)
Lat darfor g(z) = —— och f(z) = ga) T ! f5r x> 0. Da iir f,g > 0
at darfor g(z) = — oc x) =gz or x .Daér f,g >
g NG g x 7l In(1l + x) g
for x > 0 och bade f och g ar kontinuerliga for x > 0. Vidare visade vi ovan att
f ()

——~ 5 1€]0,00[dd z— 07,
g(x)



sa enligt jamforelsesatsen pa griansvirdesform foljer det att

/1 sin <\1f> arctan x
dx
0 T

In(1 + z)

1
kommer vara absolutkonvergent eftersom vi vet att / —dx < 0.
0

NG

Vi undersoker nu integralen pa [1, co[. Vi skriver

sin <\F> arctanx <— (#)) arctanx
€Tr) = =
/@) In(1+ x) xy/In(1 +
1
= 14+0 (—)) arctan x
r/x\/In(1 + x) < /2
1
sa vi later g(z) = for > 0. Da giller att

23/2,/In(1 + x)
flx) 1 T .
— 1+ 0 t — d .
g(:B) + 3/2 arcanx—)Q, axr— 00

Eftersom f och ¢ &r kontinuerliga och icke-negativa pa |1, 00 samt att gransvardet

da z — oo for f/g ér g €]0, oo[ sa foljer det fran jamforelsesatsen pa gréansviardesform
att / f(z) dz &r konvergent om och endast om / g(x) dx &r konvergent. Vi undersoker
1

1
denna integral:

o 1
dx
/1 23/2/In(1 + z) \/ln / 903/2

eftersom In(1 + z) > In2 for > 1. Den sista integralen ar kidnd som konvergent
(=3/2>1).

Svar: Konvergent.
o .. / 1 —-1/2 " 1 —-3/2 o :
. Omy=/xsairy = 5% och y" = —F Saledes blir

Az — 2y —day + 1+ 2)y = — (2% — 232 — 222 + (1 4 2)a*/?

g2 32 9 1/2 4 1/2 032

och y = /x dr déarfor en 16sning till ekvationen for z > 0.

Lat nu y(z) = z(z)y/z for x > 0. Da blir

1

1
' (x) = 2/ (x)z? + §Z(x)x_1/2 och y'(z) = 2"(x)x"? + 2/ (x)a™/? — Zz(:z)a:_3/2.

Vi satter in detta 1 ekvationen och finner att

4 — 2y —day + (1 +2)y=0 < 4z — 122" +4(z —2)2%%2 =0
—2

— X

x
s M4 7 =0.

T2




Vi loser denna ekvation med hjélp av en integrerande faktor. Eftersom

-2 2 1 2
/x dx:/ - - dx:21n|x|—ln|x—1|:1n$—
2 —z xr x—1 |z — 1|

2

far vi en integrerande faktor i form av (eftersom x > 1 &r det inget problem, men

T —
vi skulle &nda kunna skippa beloppet eftersom vi bara soker en primitiv funktion). Alltsa

ska vi losa

2 _
i z’m =0 < z’:C’x 1:C l—i s z2=0 lnx—i-l + D.
dx z—1 2 r oz T

Eftersom y = zy/x sa har vi nu funnit vara lésningar:

y(r) = C<mx+ )¢_+D¢_ x> 0.

Svar: y(:v):C'(lnx—l— )\/_+D\/E x> 0.

. Vi betraktar tva olika fall. Fall 1: nir a;, — 0 da k — oo. Eftersom a; — 0 sa maste a; < 1

om k ar stort. Alltsa géller att
Qe S Qg

1+ak _E'

1
Men om Ea ay ar divergent sa kommer dven g % =3 E ay att vara divergent. Saledes
blir *_ divergent.

Fall 2: nér a; 4 0 da k — oo. Hér skriver vi om braket som

Q. _1+ak 1 1

l4+a, 14+a, 14ap 1+ay

Eftersom vi vet att ar /A 0 da k — oo, sa giller att 1

0, sa serien

Svar. Se ovan.

# 1. Darmed ser vi
Qg

att

ar divergent enligt divergenstestet.
+ ag



