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Inga hjalpmedel. Losningarna ska vara fullstédndiga, védlmotiverade, ordentligt skrivna
och avslutade med ett svar.

Varje uppgift ger hogst tre podng. En uppgift riknas som godkéind om den bedomts
med minst tva poidng. For betyg 3, 4 respektive 5 krévs dels minst atta, tolv respektive
sexton poang totalt, dels minst tre, fyra respektive fem godkédnda uppgifter.

Svar finns efter skrivningstidens slut pa kursens hemsida.

(2p) 1. (a) Bestdm Taylorutvecklingen av ordning 3 i = 2 med restterm i ordoform till
funktionen  f(z) = e*".
T __ o _ 2
(Ip) (b) Berdkna lim € T OT T ORAT

z—0 :p2

2. Bestdam g(z) sa att y = 2° blir en 16sning till ekvationen

Y +g(x)y = 2, x> 0.

Bestam dérefter den 16sning till ekvationen for vilken géller att y(1) = 0.

3. Lat S vara den yta som uppkommer da kurvan y = f(z), —1 < x < 1 roteras ett
varv kring x = 3.

(Ip) (a) Infor lampliga beteckningar och rita en tydlig figur som beskriver situationen.
Alla kvantiteter som behovs for att skriva upp den i (b) efterfragade integralen
skall finnas med. (OBS! Du behéver inte rita rotationsytan.)

(1p) (b) Skriv arean av S med hjilp av en integral.
(1p) (c) Berikna arean av S i fallet att f(z) = 6z — 2°.

4. Bestdm den 16sning till ekvationen
y' —y=ax(e"+1)

for vilken giller att y(0) = y'(0) = 0.

* /1 1 “
5. For vilka o > 0 konvergerar / (— — ) dx?
o \VZ

VAND!



6. For vilka x € R konvergerar serien

Uttryck serien med hjélp av elementéra funktioner.

7. Antag att funktionen f gar att derivera odndligt manga ganger och att derivatorna
av alla ordningar, f (k) (x) > 0 for 0 <z < 1. Visa att maclaurinserien

= f®(0) ,
ot

(]

k=0

ar konvergent for —1 <z < 1.
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1. (a) Latt=x—2.Dadrt~0dax~2och

42 83
€2w e 62t+4 = 6462t == 64 (1 + 2t + 7 + ? + O(t4))
A(x — 2)3
=e! (1—1—2(3:—2) +2(gg—2)2+%) +O0((z —2)%

T

enligt standardutveckling for ef. Alternativt kan man lata f(x) = e* och rikna

ut £(2), £(2), f/(2), f*(2) och direkt anvinda Taylors formel:

(2 (3)
1) = £@) + @ -2+ B w221 B gy o - 29,

(b) Standardutvecklingar i téljaren till och med ordning 2 (pa grund av z?-termen i
ndmnaren) visar att

e’ —sinz —cos2x  l4+ax+2*/2—x—(1—(22)*/2) + O(z?)

x? 22
50%/2+0(a%) _5 5
da z — 0.
5
Svar: (a) Se ovan. (b) 5
2. Om y(z) = 2% ska vara en lésning maste

3\/ 3 2 3 9 2
@)+’ =2* & ga)®=-2" & g)=-,

dar vi utnyttjat att x > 0 vid divisionen. Vi ska alltsa losa

2
y — Sy =22 x>0.
x

—2Inx

1
En integrerande faktor ges av e = —, « > 0. Vi multiplicerar ekvationen med denna
x

och finner att, for z > 0,

2 d 1 1
y/—_y:x2 = —y—= :xQ—zl pES g:.C(,’—l—C’ <~ y:$3+0$27
T dxr \7 2 T x?

déar C' ar en godtycklig konstant. Vi soker speciellt den l6sning som uppfyller

0=y(l)=1+C & (C=-1

3

Svar: y(z) = 2° — 2, ¥ > 0.



3. (a) En principskiss:

Al ,
N X=2
A\
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f\ \{{
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(b) Tyngdpunkten for bagelementet ds ligger pa avstandet 3 —z (radien) fran rotations-
axeln x = 3. Tyngdpunktens vig blir saledes 27(3 — ). Rotationsarean ges da enligt
Pappos-Guldins regel av

S:27T/_ (B—x)ds:27r/1(3—x)\/1+(f’(x))2dx,

1 —

eftersom ds = /1 + (f'(x))? dx.
(c) Om f(x) = 62 — 2? blir bagelementet

ds =+/1+(6—22)2dr =+/14+43 —x)?de, -1 <z <1

Salunda erhaller vi rotationsarean
1

522ﬂ/1(3—$)\/md1;: t=4B8-2)" = (B -a)dr = —2dt

r=—1=t=64x=1=1t=16

T = T [0 641(65@‘””_7>
_4 16 _4 3/2 16_6 |

Svar: (a) Se ovan. (b) Se ovan. (c) % (65\/@ - 17\/1_7>.

4. Ekvationen i uppgiften ar en linjar differentialekvation av ordning tva. De homogena
l6sningarna fas genom att forst hitta rétterna till det karakteristiska polynomet

pry=r*—1=(r+1)(r—1).
Vi kan formulera om ekvationen med hjilp av differentialoperatorn p(D) = D? — 1:

y'—y=uz("+1) & pD)y=uxe" +ux. (1)



Enligt vélkand sats foljer nu att
yn(z) = Cre™ + Cye”

dr samtliga homogena l6sningar (losningar till p(D)yy, = 0). Eftersom ekvationen &r linjér
kan vi superpositionera losningar och borjar med att hitta en partikulérlésning v, som
l6ser p(D)y,, = x. En lamplig ansats ar

Yp, = Ar + B
och genom direkt inséttning i ekvationen p(D)y,, = x kan vi bestimma A och B enligt
—Ar—B=2x <& A=—-1ochB=0.

For att hitta en partikulérlosning y,, som loser p(D)y,, = re® ansétter vi

T

Ypa (1) = 2(x)e”.
Forskjutningsregeln medfor nu att
P(D)yp, = p(D) (€"2) = e"p(D + 1)z = €"(D + 2) Dz = e”(2" + 22').

Alltsa,
p(D)y,, =xe® & (2 +22)=ze" & 427 =uw.

Vi sker en partikuldrldsning, sa vi ansétter z(z) = ax? + Bz (eftersom z-term saknas).
Da maste 1

1
2+ 4dra+2 = & a:ZochB:—Z.

Enligt superpostionsprincipen ar y, = y,, + yp, en partikulérlosning till (1) och samtliga
l6sningar till (1) ges dérmed av

y(x) = yn(x) + yp(z) = Cre™* 4+ Cre” —x + i (z* —x) " (2)

For att bestdmma C; och Cy anvénder vi att y(0) = ¢/(0) = 0. Eftersom y(z) ges av (2)
och

1
y(x) = —Cre ™™+ Coe” — 1+ 2 (2 +z—1)¢€

sa maste 1
y(0)=C1+Cy=0 och y’(()):_01+02_1_120
- - 5 5 .
vilket leder till att C = ~3 och Cy = < Svaret blir siledes
_ 5 —x 5 T 1 2 r 5 —x 1 9 5 -
y(e) = —ge gt —a b o (¢F —a) et = —ce x+4<x x+2)e‘



5. Integralen &r generaliserad i bade 0 och oco. Vi hanterar en situation i taget och boérjar

med att undersoka
L7 1 «
de. (3)
0

Vi Vatl

Vi skriver om det inre uttrycket enligt

R 1_L{F'ﬁ)
VIooJr+1 Vz T+ 1
Eftersom \/_ N
X
Ii 1— —1
ﬁ% ﬁ:ﬁ € 10,00];

sa #r integralen i (3) konvergent om och endast om

1 1 (¢4 11
) de= [ —d

ar konvergent enligt jamforelsesatsen pa kvotform. Den sista integralen &r konvergent

precis da
Y21 s a<2
2
enligt valkdnd sats.
For att studera
/1 1 “
g
1 i T+ 1
skriver vi om integranden genom
1— \/E ) — xfa/Z 1— 1
r+1 14 %

(e -

Eftersom . . N .
lim (_ L0 (_)) L 10, o
T 2

z—00 \ 2

sa ar (4) konvergent om och endast om
oo
1
/1' r3a/2 dx
dr konvergent. Den senare integralen konvergerar precis da 3a/2 > 1, eller ekvivalent,

nir o > 2/3.



Den efterfragade integralen i uppgiften &r alltsa konvergent om och endast om bade (3)

2
och (4) ar konvergenta. Kravet blir saledes g <o< 2.

2
Svar: 3 < a<?2.

. Vi borjar med att hitta konvergensradien for serien

o0

n2n
nxQn 1 (5)
n=1
genom att anvinda Cauchys rotkriterie:
(_1)n2n 1/n - Il.|1/n 9 2 )
n2n—1 T @ da n — oo,

eftersom

1/n
1
(|I|> = exp <—IHM) _>exp(0):1’ da n — oo.
n

n n

Saledes &r serien (5) absolutkonvergent om

<1 & |zl>V2
|2

och divergent om |x| < V2. Vi undersoker z = +/2:
—1)r2" —1)"2™" (/2 1"
(12 (D) D)

n(i\/ﬁ)%z—l n2n n

Eftersom
V2

n

—1)"
i\/§u = —0

n
monotont (termerna avtar mot noll) och serien &r alternerande sa konvergerar den enligt
Leibniz kriterie. Vi har nu visat att serien (5) dr konvergent for |z| > v/2 och divergent
da |z] < V2.
For att uttrycka (5) i elementéira funktioner behéver vi skriva om sa vi ser vad serien
summerar till:

2 (—1)m2n " 2
;(mﬁnl —xz ( ) :—wln(l—i—?)

2
enligt kéind utveckling for In(1 +¢). Alternativt, om ¢t = — fér x # 0, sa kan vi betrakta
T

serien

n—1

n=1
Vi noterar att g(0) = 0. For |t| < 1 géller att

[e.e] o

g0 =3 (-1 =Y (b =



Alltsa ar g(t) = In(1 +t) + C, men vi vet att g(0) = 0, sa g(t) = In(1 + ¢). Den sokta

1

1
serien kan dédrmed skrivas —xg (—2) =—xln (1 + —2)
x x

Vi kan dven notera att potensserien for detta uttryck ar ként konvergent da
2
—1< S <1 & |zl >V2,
x
sa serien konvergerar for alla relevanta x till uttrycket ovan.
2
Svar: |z| > V2, —zIn (1 + —2)
x
. Lat o € [0, 1] och n vara ett positivt heltal. Da &r

f(n—i—l)(f) n+1
(n+1)! o

" og(k)
f(x) = S,(z) +ra(x) = Z / k!(O) "+

enligt Lagranges sats (resttermen pa Lagranges form). Hér &r £ € [0, z]. Vi kan stuva om
i denna likhet och skriva att

n. f(k) (n+1)
S =3 IO o — o) - %aﬁ < f(a).

eftersom f("+D(¢) > 0 for € € [0,1] och > 0. Vi har alltsd begrinsat delsummorna
med f(z) for € [0,1]. Eftersom termerna i delsummorna #r icke-negativa utgor S, (z)
en vaxande foljd (for varje fixt x € [0, 1]) som &r uppat begrinsad (av f(x)). Detta visar
att delsummorna konvergerar till ett reellt tal da n — oo for alla = € [0, 1].

*)(0
Vidare, eftersom / k'< ) > 0 sa foljer det dven att for —1 < x < 0 sa ar
= | f®(0) — /®(0
2T M E T e
k=0 k=0

eftersom |z| € [0,1] (en foljd av vad vi visade for = € [0,1] ovan). Alltsa ar seri-

& (0
en Z S0 2* dr absolutkonvergent for || < 1 (och dérmed konvergent).

Svar: Se ovan.



