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Inga hjéalpmedel. Losningarna ska vara fullstdndiga, valmotiverade, ordentligt skrivna och
avslutade med ett svar.

Varje uppgift ger hogst tre poéng. En uppgift rdknas som godkénd om den bedémts med minst

tva poang. For betyg 3, 4 respektive 5 kravs dels minst atta, tolv respektive sexton poéng totalt,

dels minst tre, fyra respektive fem godkianda uppgifter.

Svar finns efter skrivningstidens slut pa kursens hemsida.

1. Bestdm volymen som uppstar da omradet 0 <y <1 — 2%, —1 <z < 1, roterar ett varv
kring y = —2.

2. Lés ckvationen (1 + 22)y’ — 3(2® + 2*)y = € med villkoret y(1) = 0.

o 1
3. (a) Konvergerar integralen/ (1 — Cos —) dx?
1 x
2Ink
(b) Bestam konvergensradien for potensserien Z r\l/_ 23k
_1>k
(¢) Avgor om serien Z - dr konvergent.
k=2 lnE

4. Finn alla 16sningar y(z) till 4" —y" — 2y = 10" sin z.

5. Bestdm om mojligt konstanterna a, b och ¢ sa att

lim (\/1 + 223 + 474 — (aa:2 +br + c)> =0.

T—00

=2

22k
k=0

sinx

m dx kOHVGI'gth ?

7. For vilka a > —2 ar /
0

= 1
. Visa att y(z Z (- SBQk ar konvergent for alla x € R och loser 2%y +zy' + 2%y = 0.

(1p)

(1p)

(1p)



Losningsskisser

1. Svar:
2. Svar:
3. Svar:
4. Svar:
5. Svar:
6. Svar:

7. Svar:



Losningsforslag till TATA42, Envariabelanalys 2, 2015-01-06

1. Pappos-Guldins regel ger (se figur)

1— 2t

dV = TP:s viag-dA =27 < + 2) (1 — x4) de = (5 — ZE4) (1 — x4) =

:7T(5—6:E4+x8)dx

<
I

1 1
7T/ (5 — 62t + xg) dr = [jéimn integrand} = 27r/ (5 — 6z* + :Eg) dr =
- 0

1

6 101 6 1 295 — 5445 352
27?{5x——x5+—x9} :27r(5———|——):27r + = i
0

) 9 5 9 45 45

1—a*
2

=TP:s avstand till
rotationsaxeln

S

2. Skriv om ekvationen till standardform och bestdm Integrerande Faktorn.

+2=

22(1 + 2?)
1+ a2

(14 2%y — 32+ a2y =€ < y —3 y=1y —32%y =

14 22

Integrerande Faktorn = e’

Multiplikation av ekvationen med integrerande faktorn ger

3

d ( 8 ) 3 (& 1 3 / dx " . C
— (e =e = = e = = arctan x =
dz y 14+22 1422 y 14 22




— y=¢" (arctanz + O).
Till slut, anvand villkoret till att bestdmma C'.

y(l):e(0+arctan1):0<:>C+E:0<:)C:— dvs

™
4 4’
3

y(r) =¢€" (—% + arctan :L‘)

3. (a) Da det endast dr integrandens vérden for stora virden pa x som har betydelse
kan vi Maclaurinutveckla integranden genom att tdnka 1/x som variabel.

1 1 1 1 1
1_COS;:1_<1_ﬁ+O<F)):ﬁjLO(F):

1—cosl = (510 (52 1 1 1
cos /x:”‘*’Q(2 ($2)):—+O — | —==>0 daz—
x? 2
Jamforelse pa kvotform (Sats 10.13, sid 458) ger da att

/ (1 — cos —) dx ar konvergent eftersom / —f ar det
1 x 1 X

(Sats 10.12, sid 456 med o =2 > 1)

2Ink
(b) Med ay, = Z0E 3k fas
Ak

21nk \x\?’ V23 Ink . |z|®
4k\/_ 4 ¥k 4

V2, Vnk, \/VEk =\ VEk =1 dik— oo

Cauchys rotkriterium ger da att potensserien &r absolutkonvergent om

V|ax| = da k — oo eftersom

3
%<1 = |z’ <4 = |z| < V4,

. . 3
dvs konvergensradien dr v/4.

(c) Serien ar alternerande och

(=% | 1|1
i | [—k| Ink

k

som avtar mot 0 da k — oo, eftersom In k dr vixande. Leibniz kriterium ger da
att serien &r konvergent.



4. Karakteristiska ekvationen blir

1 1 1 9 1+3
Plr)=r?—r—2=0 = r=-£4/>+2=-£4/-=-"""=2 ] =
(ry=rc—r 0 r 5 4+ 2 \/; 5 ;

P(r)=(r—=2)(r+1), y,=Cie™" + Coe™.

Metod 1: For att bestimma en partikulirlosning ansitter vi y, = e"2(x) och
anviander forskjutningsregeln. Da fas

P(D)y, = P(D) (e*2(z)) =¢"P(D+1) (2(x)) = 10 ¢ sinx
PD+1)=(D+1)-2)(D+1)+1)=(D—-1)(D+2)=D>+D -2 =
— P(D+1)z=2"+42 —22=10sinz. (1)

Ansétt z = Acosx + Bsinz och sitt in i (1). Da fas

7 = —Asinx + Bcosuz, ?' = —~Acosx — Bsinz =

2" +2 —22=—Acosz — Bsinx + (—Asinz + Bcosx) — 2(Acosx + Bsinz) =
=(—A+B—-2A)cosz+ (—B— A—2B)sinz =
= (-3A+ B)cosz + (—A—3B)sinz = 10sinx =
{—3A+ B= 0 { B =34
~A-3B=10 “A — 3(34) = —104 = 10
< A=-1, B=-3= z(x)=—cosz —3sinz =
=y, = —€"(cosx + 3sinx) = y =y, +y, = Cre " + Coe®™ — e*(cosz + 3sinz).

—

Metod 2: Di e”sinx = Im )% kan man istiillet studera ekvationen
YI/ o Y/ o 2Y — €(1+i):13.

For att hitta en partikulirlosning ansétter vi Y, = e9%2(z). Forskjutningsregeln
ger da

P(D)Y, = P(D) (00%2(2)) =g P(D + 14 i) (+(2)) = 10 1+
PD+1+i)=((D+1+4)-2)(D+1+i)+1)=D+(-1+))(D+(2+1)) =
=D*+(14+2))D -3 +i=
= P(D+1+i)z=2"+(1+20)2 + (=3 +1i)z = 10 =

10 10(=3 —1i)

3+i 10
— Y, = —(3+ )" = —¢”(3 +4)(cosx + isinz) =
= —¢"((3cosx — sinx) + i(cosz + 3sinz)) =

= 2z, = =-3—-1=

:}yp

ImY, = —e*(cosx + 3sinx)

vilket forstas ar samma svar som med metod 1.



5. Bryt ut 42" ur rotuttrycket och Maclaurinutveckla detsamma.

(1+8)*=1+at+ <g)t2+0(t3): [a:l} :1+1t—1t2+0(t3)

2 2 3
VIF 2B T aa = 22 14 — 4+ — —
2¢ 4t
:gxz(HE<L+L)_1<L+L)2+@<<L+L)3>>
2 \2x 4zt 8\ 2x 4zt 20  4xt
1 1/1\° 1 1 1 1
:2x2<1+5—§<%> —l—(’)(;)):%’z—kém’—ﬁ—k@(;).

Detta ger
2 o 1 1 1 2
\/1+2x3+4x4—(ax —|—b:c+c):2:c —i—éx—EjL(’) — —(aaz —i—bx+c):
T

Cear (e (o (1) 0 (). @

For att uttrycket i (2) skall ha ett dndligt griansvirde krivs att bade 22- och 2-termen

forsvinner, dvs a = 2 och b = 5 Om dessutom gransvardet skall vara 0 sa maste

slutligen ¢ = ——.

16
1k
6. Lat a = 2(% (k;)') 5 2%¥ och anvind D’Alemeberts kvotkriterium. Vi far da
|$|2(k+1)
appr| 20k + DD ™ 2R IR L)
a | B e PO RARRGE
22k (Jg1)2
2 .
= —— =0 dak
|| 4(/{;+1)2_> ak — oo,

dvs gransvirdet dr < 1 for alla x € R sa serien ar absolutkonvergent for alla z € R.

Sats 10.16, sid 465 ger da att potensserien &ér deriverbar odndligt manga ganger
(derivatan &r ju ocksa en potensserie som konvergerar for alla x € R och &r déarfor
deriverbar med en derivata som &r en potensserie som konvergerar for alla z € R och
ar darfor deriverbar med en derivata som &r en potensserie som konvergerar for alla
reR ... Sitt

e b2 — — (=1 2% _ q z’ zt 20
y(z) = Z KL= Z sz(k!)fw - 22(11)2 + 24(21)2 B 26(31)3 T
k=0 k=0




och skriv de i ekvationen ingaende termerna som potensserier. Vi far da

=D <i bkx2k> = i b D2k = i%-bkx%_l —
k=1

— 2y'(z) = Z 2he-byx?F Z 2k-bpa?", (3)

y"(x) = Dy'(x) = D (ZQk b ) :Z (2k —1)-bpa®*? =
k=1

— l’zy//(l’) — .TJQ 2]€<2/{7 o 1>.bkx2k72 _ ZQk(Qk . 1)bkx2k (4)
k=1 k=1
l’2y(x) = 22 Z bea?t = Z b2t 2 = box? + byat + boaS + ... = {Summera om] _
= k=0

k=1

Inséttning av potensserierna fran (3), (4) och (5) i ekvationen ger

2y tay +aty =Y (2k(2k — 1) b 2k-bptby_r) 2% =Y (Ak7 bytby) 2% (6)
k=1 k=1

Inséttning av uttrycket for by i koefficienten for 22% i (6) och forenkling ger

) ) A G Vi s (=1)*2%k? _
(k!)2 * R0-D((k—1))2 — 22k(k1)2  226-022((k —1)!)2k2

_(CDME (—1)RR?
(

22k (k1)2 - 22k (k)2 =0,

(—1)k4k?
22k

4K by +bp_y =

dvs alla koefficienter i potensserien i (6) &r noll. Foljaktligen 16ser y(z) ekvationen.

. Integralen &r generaliserad i bade 0 och oéndligheten och maste delas upp i tva, tex

/°° sin x J /1 sin x dr + /°° sin x J
— dr= — _dx — dx.
o 1+ x?) o %14 22) L x¢(1+ 2?)

Lat 0 <z < 1.

sin x B sin x 1 B 1 sinzx 1
ri(1422) 2 xo1(14+22) 2ol oz 1422’
————

—1 da z—0+

Dérmed ger jamforelsesatsen pa kvotform (Sats 10.13, sid 458) att



1

:Ea—l

1 . 1

sin . .

/ — v dx dr konvergent om och endast om / dx &ar konvergent.
o T 0

(1+22)
Enligt Sats 10.12, sid 456 &r den sistandmnda integralen konvergent da
a=a—1<1 &< a<?2.

Den generaliserade integralen

*  sinz - ) B ginx )
————~dx séiges vara konvergent om lim ———— >~ dx existerar.
w1+ 2?) Rooo J;  x%(1 + 22)

Betrakta darfor

R . R R
sin CoS T COS T
— dr=|——F—— +/ — " (ax® Y1+ 2®) + 22271 da.
/1 (14 2?) { (1 + xQ)] 1 1 (ze(14 :c2))2 ( ( ) )

Vi studerar integranden i den sista integralen separat.

e (007 ) 4 200%) = P (e (14 1) 200 =
¢ T
$a+1

- l‘2ax4(1 + 1/l‘2)2 cosx (CL(l + 1/1’2) + 2) =

1 cosz(a(l+1/2%) +2)
xot+3 (1+1/l‘2)2

begriansad om z stort

Jamforelsesatsen (Sats 10.11, sid 456) ger da att den sista integralen ovan &r abso-
lutkonvergent om « = a4+ 3 > 1 <= a > —2. Da den utintegrerade biten — 0
4 5l © sinz

a R — oo f6 jer att ! m
forhand givna undre gréansen.

dx &r konvergent om a > —2 vilket var den pa

Darmed har vi visat att

*  sinz
—  driark t —-2<a<?2.
/0 (1127 x ar konvergent om a



