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Inga hjalpmedel. Losningarna ska vara fullstandiga, valmotiverade, ordentligt skrivna
och avslutade med ett svar.

Varje uppgift ger hogst tre poang. En uppgift raknas som godkind om den bedomts
med minst tva podng. For betyg 3, 4 respektive 5 kréavs dels minst atta, tolv respektive
sexton poang totalt, dels minst tre, fyra respektive fem godkanda uppgifter.

Svar finns efter skrivningstidens slut pa kursens hemsida.
1. Bestam alla losningar till differentialekvationen y” — 61/ + 8y = xe®.

2. Lat f(z) =In(1+x+2%) —2y/1 — z. Avgor huruvida f(z) har ett lokalt max, ett
lokalt min eller ingetdera i x = 0.

1
dz

3. (a) Avgor om / ar konvergent. 1
(a) Avg | Tons g (1p)
(b) For vilka reella x konvergerar potensserien Z nx™? (1p)

n=0
) Berékna Z (1p)
=3

4. Finn en kontinuerlig funktion f sa att f(x / f(t)costdt =sinz for allax € R.

ot

. Ett segment av kurvan y = 2(z — 1)2 har sin ena dnde i punkten (z,y) = (1,0).
Nar kurvsegmentet roterar ett varv kring y-axeln uppstar en rotationsyta med
arean % langdenheter. Hur langt ar kurvsegmentet?

S

1/4
Ange ett rationellt tal som approximerar integralen / e Vedz med ett fel som
0

1

till beloppet ar mindre an 4555-

1
7. Lat f :]0,00[ — ]0,00[ vara en funktion sadan att / f(z)dz &r konvergent.

0
Antag att ag, a1, as, . .. ar reella tal sadana att for varje x > 0 &r det farre an f(x)
o

av talen som har absolutbelopp storre an x. Visa att Z a, ar absolutkonvergent.
n=0

Lycka till!
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1. Den karakteristiska ekvationen r? — 6r + 8 = 0 har losningarna r = 2 respektive
r = 4, sa den homogena 16sningen ar i, = C1e** + Cye’®, dar C}, Cy ar godtyckliga
konstanter.

For en partikulérlosning ansétter vi forslagsvis y, = z(z)e® vilket insatt i ek-
vationen ger (2" — 42’ + 3z)e* = we®, varfor 2 — 42 + 3z = . Med ansatsen
z = Az + B erhalls da —4A + 3B + 3Azx = z, varfor A =1/3, B =4/9 vilket ger
yp = (x/3+4/9)e”.

Svar: y(z) = C1e** + Coe*™ + (/3 +4/9)e”.

2. Med hjélp av standardutvecklingarna for In(1 + ¢) respektive v/1 + ¢ Maclaurin-
utvecklas f(z):

fla) = (¢ +2°) — (“29” "4 (“3“"” S 0@t - a (1-%—%+0(1«3))
=(1-1z+ (—%—1-%)5624— (1—1—%4—%)953—1-0(.734)
= %963%—0@4).

For z néra noll kommer alltsa f(x) att ha samma tecken som z, sa i varje om-
givning till x = 0 antar f bade véirden som ar storre och viarden som &r mindre
an f(0) = 0. Dérfor &r x = 0 varken ett lokalt max eller ett lokalt min.

3. (a) Integralen &r endast generaliserad i = 0. Integranden kan skrivas

1 B 1 /| x
Vsin ¢ \/E sinz’

1
1
dar andra faktorn gar mot 1 da x — 0. Eftersom / Tda: ar konver-
0 Ve

gent, foljer det via andra jamforelsekriteriet att ursprungsintegralen ocksa ar
konvergent.

(b) Vi anvénder kvotkriteriet:

(n+ 1)z"t! n+1

nxm

— 2] S Jal, n— oo,

vilket visar att konvergensradien dr 1, sa serien konvergerar da |z| < 1 och
divergerar da |z| > 1. Da x = £1 gar termerna inte mot noll da n — oo, sa
vi har divergens aven for dessa z.

Svar: —1 <z < 1.



(c) Lat f(x) = an” Med hjilp av det kénda uttrycket for summan av en
n=0
geometrisk serie kan vi for |x| < 1 skriva

= d d 1 x
_ n=1_ . 7 no__ . _
f(x)—xnzzon:v xdxnzzox T T =

= n 1/3 3
Dett — = f(1/3) = ——— = —.
€ a‘gerZSn f(/) (1_1/3)2 4
n=0
4. Forutsatt att f ar deriverbar kan vi derivera den givna ekvationen med avseende
pa x och fa
f'(x) + f(z)cosx = cosx
Multiplikation med den integrerande faktorn eS"® ger
(esinxf(x))/ — esinx COS T
som efter integration och omstuvning leder till

C

ng’
sinz
(&

f(ZE) — e—sinx(esinx + C) — 1+

dar C' ar nagon konstant. Om x = 0 satts in i ursprungsekvationen erhalls villkoret
f(0) =0, vilket ger C' = —1.

Svar: f(x)=1-—

esinz :
5. Lat a vara z-koordinaten for kurvsegmentets andra andpunkt. Eftersom defini-

tionsméngden for y(x) ar [1, oo[, giller a > 1.

Kurvlangdselementet ar
ds =+/1+ vy (z)%dx = V1 +x — ldz = \/zdx,
sa rotationsarean ar

1247

5 (a’5/2 - 1)7

:27r/ l‘\/EdIL’:QW{
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20521 dm
5 1, 5

vilket ger a®/? = 32, varfor a = 4. Lingden av kurvsegmentet dr dérmed

4 14
/ Vrdr = —
. 3

langdenheter.



6. Maclaurinutveckling med restterm pa Lagranges form ger
23 et

P14t —
e —|—+2+6+24,

dar & ligger mellan 0 och t. Darfor har vi approximationen

1/4 1/4 1 1 1 1 173
Vi dy 1— SN VA T L
/0 ¢ ar /0 ( Vet g - = =15t 6T 180 = 960

Felet i denna approximation ar

dir € ligger mellan —+/x och 0 (och beror av x). Alltsa giller ¢ < e’ = 1 for alla
x pa integrationsintervallet, vilket ger feluppskattningen

1/4 ¢,..2 1/4 1’2 1 1 1
0< —dzr < —dr = = <
—/0 24 x—/g 24" T 374324 4608 ~ 4000’

o : . 173
sa approximationen —— duger.

960

7. For att slippa diskutera absolutbelopp hela tiden antar vi utan inskrankning att
a; > 0 for alla 7. Vi vill da helt enkelt visa att serien &r konvergent.

Definiera N : ]0,00[ — {0,1,2,...} genom att lata N(x) beteckna antalet a,, som
ar storre dn x. Det géller att 0 < N(x) < f(z) for alla x > 0. Speciellt ar endast
andligt manga av talen storre an x for varje x > 0, sa N ar valdefinierad.

Forst pastar vi att det gar att omordna talsviten sa att talen kommer i (svagt)
avtagande ordning. For att inse det, lat o > x; > --- > 0 vara en f6ljd som avtar
mot noll. Ordna férst de a,, som ligger i intervallet [z, oo[ i avtagande ordning.
Lat sedan dessa foljas av talen i [xq, zo[ 1 avtagande ordning. Dessa f6ljs i sin tur av
talen i [xq, z1[, och sa vidare. Eftersom vart och ett av intervallen bara innehaller
andligt manga tal kommer alla tal att komma med, i avtagande ordning, med
denna procedur.

I en positiv serie paverkas inte konvergensegenskapen av omordning av termerna.
Vi antar darfor utan inskrankning att a9 > ay > ag > - -.

Vissa av talen kan forstas vara lika; lat by > by > by > --- vara de olika tal som
forekommer i talféljden och lat s(i) beteckna antalet a, som &r lika med b;. Da
har vi

io: an = i s(n)by,.
n=0 n=0

Notera vidare att s(n) = N(b,y1) — N(b,), ty talen som &r lika med b, &r de som
ar storre an b, ; men inte storre an b,,.

Betrakta nu omradet 2 givet av 0 < z < by, 0 < y < N(z) i zy-planet. Eftersom
N(bg) = 0 och N(z) &r konstant lika med N (b,,1) pa intervallet [b,11,b,[, kan Q



delas upp i rektanglar dér den n:e rektangeln ges av 0 < = < b,, N(b,) < y <
N(by+1). Rektangelns area &r saledes (N (b,41) — N(by)) - by, = s(n)b,, varfor ett
uttryck for (2:s area ar

AQ) =D sn)b,=> a,

n=0 n=0

A andra sidan kan vi berikna denna area genom att integrera N

A(Q) = ” N(x)dzx.

0

Denna integral dr endast generaliserad i x = 0. Eftersom 0 < N(z) < f(z) for
x > 0 och integralen av f ar konvergent, foljer det av forsta jamforelsekriteriet att
A(Q) ar dndlig, varfor serien ar konvergent. O



