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Inga hjalpmedel. Losningarna ska vara fullstandiga, valmotiverade, ordentligt skrivna
och avslutade med ett svar.

Varje uppgift ger hogst tre poang. En uppgift raknas som godkind om den bedomts
med minst tva poang. For betyg 3, 4 respektive 5 kravs dels minst atta, tolv respektive
sexton poang totalt, dels minst tre, fyra respektive fem godkanda uppgifter.

Svar finns efter skrivningstidens slut pa kursens hemsida.

1. Bestam den 16sning till differentialekvationen ¢+ (322 +3)y = 22+ 1 som uppfyller
begynnelsevillkoret y(0) = 4/3.

2. Antag att f(z) > 2x da 0 <z <1, lat C vara kurvan y = f(x), 0 < x < 1, och
lat D vara omradet {(z,y); 0 <x <1, 2z <y < f(x)}. Bestdm en formel for:

(a) arean av ytan som fas da C roteras ett varv kring linjen x = —2. (1p)

(b) volymen av kroppen som fas da D roteras ett varv kring linjen y = —1. (1p)

(c) volymen av kroppen som fas da D roteras ett varv kring linjen y = 2x. (1p)

3. Bestdm alla 16sningar till differentialekvationen y” — 2y’ — 8y = cos 3.

4. (a) Avgor om Zln(l +1/n*) #r konvergent. (1p)
n=1
(b) Avgdr om integralen / e'/** dx &r konvergent. (1p)
1
(c) Bestam konvergensradien for Z 3sin(1/n?)z™. (1p)
n=1

In(1 + 2z + 22?) — 2z

5. (a) Berdkna gransvérdet ilirb p— (2p)
(b) Avgor om In(1 + 2z + 22?) — 22 har lokalt extremvirde i x = 0. (1p)

x? xt
6. Vissatt 1 — — —+vV1—22 < — dalz| <1/2.
s VI < dafe] <1

7. Antag att funktionen f:]0,1[ — R &ar kontinuerligt deriverbar och att det finns en
foljd av punkter 1 > x; > x9 > x3 > ... > 0 sadana att f(x9,_1) = x2,-1 och
f(xon) = —x9, for n > 1. Géller da att kurvan y = f(x), 0 < z < 1, har odndlig
langd (bevisa eller ge motexempel)?

Lycka till!
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1. Eftersom (23 + 3z)" = 322 + 3 giller att
Y+ (322 +3)y =22+ 1 e (Y + (322 + 3)y) = (ez3+3zy)’ = (2 + 1)em3+3“
= eac3+3;cy _ /(332 + 1)ex3+3xdx — %ex3+3x +C

1 , .
@y=§+C€W%#

1 4
yO) =z +C=2o0=1

Svar: y = % 4 e~ (@ 432)

2a. Tyngdpunktens viig for baglingdselementet ds = /1 + f/(z)2dx ges av 27(2 + z). Enligt
Guldins regel ges darfér arean av

/1 27(2 + x)\/1 + f/(x)%dx.
0

Svar: fol 27(2 + x)\/1 + f'(z)3dz.
2b. For ett areaelement dA = (f(z) — 2z)dz ar tyngdpunktens vig

2W<f@ﬁ+2x

5 -|-1) =7n(f(z) +2z+2),

s& totala volymen ges enligt Guldins regel av

/0 w(f(z) + 22+ 2)(f(x) — 2z)dz.

Svar: [ m(f(z) + 2z + 2)(f(z) — 2z)da.

2c. Tyngdpunkten till ett areaelement dA = (f(x) —2x)dz har vinkelratt avstand till linjen y = 2z
som ges av

f(z) —2x
2v5

sa enligt Guldin ges volymen av

/01 2ﬂw(f(x) —2z)dx = /01

2
W3 (f(z) — 2z)°dx.

T
NG
Svar: fol %(f(x) — 2z)%d.
3.72-2r —8 =0« r =4 eller r = —2. S& homogenlsningarna ges av
yn = Cre*™ + Cre ™27,
For partikulérlosningen kan vi ansétta
Yp = acos3x + bsin 3x.

Detta ger

Yy, = —3asin3z + 3bcos 3z, y, = —9acos 3z — Ibsin3z.
1
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Insatt i ekvationen far vi
Yy, — 2y, — 8yp = (—9a cos 3z — 9bsin 3x) — 2(—3asin 3z + 3bcos 3x) — 8(a cos 3x + bsin 3z) =

(—9a — 6b — 8a) cos 3z + (—9b + 6a — 8b) sin 3z = cos 3z.

Sa vi vill ha
—17a —6b=1 a=—17/325
—17b+6a =10 b= —-6/325
Svar: y = yp, + yp = C1e** + Cre 2% — % cos 3x — % sin 3.

4a. Eftersom In(1 + 1/n%) = 1/n® + O(1/n5) giller att
In(1+1/n3
In( +1/n%) =1 (0<1<o0).

nl—)oo 1/n3
Dessutom vet vi att Zzozl 1/n? &r konvergent, och alltsa foljer det att serien #r konvergent enligt

jamforelseprincipen pa gréansviardesform.
Svar: Konvergent.

4b. Eftersom e!/*” > 1 for alla x € [1, 00| giller att
/ /% d > / ldx = oo,
1 1

alltsa &r integralen divergent.
Svar: Divergent.

sin(1/(n +1)%) o] =

4c. Vi anvander kvottestet:
3sin(1/(n + 1)%)z" !
= 1 "
n—oo  sin(1/n?)

nlggo 3sin(1/n?)a”
o SR/ D/ 1) w2
b sin(1/n2)/(1/n2) (n+1)2 '

Svar: 1.

Alltsa ar konvergensradien 1.

5a. Eftersom In(1+¢) =t —t2/2 +3/3 + O(t*) och arctan s = s + O(s®) far vi med t = 2z + 222

och s = 23 att
2 2 2\2 2 2 2\3 —4 3
In(1+422+222)—22 = 2x+2x2—( x—|—2 ) —I—( x+3 ) +0((2z+22%)*) —22 = 333 +0(x),
arctan(z®) = 2 + O(z2?).
Alltsa far vi
2y _ —42® | (4 4.0 _
In(1 + 2z 4 22°) 2x: 5+ (x): 5 +O() —4déx—>0.
z3 + O(29) 14+ O(x%) 3
Svar: —4/3.

arctan a3

5b. Enligt ovan giller att In(1 + 2z + 22?%) — 2z = —423/3 + O(z*) = —423/3(1 + O(x)). Detta
uttryck ar negativt for positiva x néra noll och positivt for negativa x néra noll, sa alltsa ar det

ingen extrempunkt.
Svar: Ej lokalt extremvirde i = 0.
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6. Lat f(t) = VI +tsaatt f/(t) = (1+t)""/2/2 och f"(t) = —(1 +t)~3/2/4. Taylors formel
med Lagranges restterm ger nu att for ¢ < 0 giller

" 1 —-3/2
F() = £0) + f0) + L 2(5)752 =1+ % ) ‘;) 2
for nagot s € [t,0]. Alltsa far vi med ¢t = —z? att
2 2 2 ~3/2 -3/2
l—xz—‘/I—IQ—I—Q;—(l_:CQ_(lJrZ) z4)_(1+? 24

for nagot s € [—22,0]. Men for |z| < 1/2 giller att —1/4 < —22 < 0, och alltsa ligger s i intervallet
[-1/4,0]. Funktionen

(1+s)73/2
8
tar pa detta intervall sitt maxvirde da s = —1/4, vilket ger vardet
(1-1/4)73/2 1
8 3v3’
och alltsa géller att
(1+ s)—3/2x4 - z?
8 3V3

for alla s € [—1/4,0], vilket visar olikheten.

7. Lat till exempel f(x) = zsin(1/4/z). Denna funktion &r latt att se att den uppfyller de stéllda
villkoren pa f, och

/01 VI+ f(@)2de = /01 \/1 + <sin(1/ﬁ) - W>2dx

NG

[ e (v - OUNY L,

\/x + (Vs v - =D ﬁ)f

ar begrénsad pa ]0, 1] och fol(l /v/x)dz ar konvergent si foljer det att kurvldngden ovan ocksd ar
andlig. Sa for vissa val av f fas en dndlig kurvlangd.

Eftersom

Svar: Kurvan kan ha dndlig langd.



