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Inga hjélpmedel. Losningarna ska vara fullstéindiga, vilmotiverade, ordentligt skrivna
och avslutade med ett svar.

Varje uppgift ger hogst tre poiéng. En uppgift riknas som godkiind om den bedomts
med minst tva podng. For betyg 3, 4 respektive 5 krévs dels minst atta, tolv respektive
sexton poing totalt, dels minst tre, fyra respektive fem godkiinda uppgifter.

Svar finns efter skrivningstidens slut pa kursens hemsida.
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x2

1. Bestdm den l6sning till differentialekvationen 3’ + %y = , © > 0, som uppfyller

begynnelsevillkoret y(m) = 5.

2. Beriikna volymen av den rotationskropp som uppkommer da omradet

0 <y <sinz, 0 <z < 7 roteras ett varv kring y-axeln.
.

3. Bestdm alla 1osningar till " 4+ 2y” —y' — 2y =€

1

r sin —
4. (a) Avgor om / Ldx dr konvergent. (1p)
x+1
1
(b) Bestém konvergensradien for potensserien ; ST (1p)
Aved 2 ksink beolutk ]
(c) Avgdr om Z 15 4 4 Arabso utkonvergent. (1p)

. 2
5. Rékna ut lim vsin(azr) + @

=0 cosx — /1 4+ az?

6. Bestdm arean av ytan som fas da kurvan som i poléra koordinater ges av

for alla reella virden pa konstanten a.

r = /cos2p, —7 < p < 7, roteras ett varv kring linjen y = .

o0

o0
7. Antag att Zuk och > u? dr konvergenta. Bevisa att
=1

k=1 k
lim (1 4 uy)(1 + ug)...(1 + u,) existerar dndligt.

Lycka till!
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Om ekvationen multipliceras med den integrerande faktorn x? erhalls ekvationen
(2%y)" = cosz, varfor den allménna lésningen blir

C +sinzx
— T
dar C ar en godtycklig konstant. Villkoret C/7? = y(7r) = 2/7% ger C = 2. Dirfor
ar y(z) = (2 + sinz)/2? den sokta losningen.

y(x)

)

Da en strimla med tjocklek dr av omradet roterar kring y-axeln uppstar en
rorformad kropp med volymselementet dV = 27x sin zdx. Hela rotationsvolymen
ar alltsa

V= 27r/ zsinzdr = 2n[—x cos x| + 27r/ cos vdr = 21
0 0
volymenheter.

Karakteristiska polynomet 73 + 272 —r — 2 har rétternar = —2, r = —l och r = 1,
sa den homogena losningen ar y;, = C1e™2* + Che™® + Cse®, dir C; ar godtyckliga
konstanter.

For en partikuldrlosning ansétter vi forslagsvis y, = z(z)e™*. Sétts denna ansats
in i vansterledet fas, via forskjutningsregeln,

(D3 4+2D* - D —2ze*=e“(D—-1°+2(D—-1>%*—(D—1)—2)z
=e *(D* - D*—-2D)z
_ e—ac(Z/// M 22/)’
sa vansterledet blir lika med hogerledet om 2" — 2" — 22/ = 1, vilket ar fallet da
2(x) = —x/2.
Slutsats: y =y, + y, = Cre™ 2" + (Cy — x/2)e™" + Ce”.

(a) Integralen ar endast generaliserad i odndligheten. Integranden kan skrivas

:H0(G) 1 1+0(5)

r+1 x? 1+2
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oo
dar andra faktorn gar mot 1 da x — oo. Integralen / — dx ar konvergent, sa
.
andra jamforelsekriteriet visar att ursprungsintegralen ocksa ar konvergent.

(b) Beloppet av kvoten mellan tva pa varandra féljande termer ar

2
zht / zk 1+ 5 2] || I
2 ) )
P (k+1)2) R+ k2| gy D i o0

sa kvotkriteriet visar att konvergensradien &r 2.



(c) For positiva k kan allménna termens belopp uppskattas enligt
ksin k k 1

< J—
k3 +4
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Eftersom Y., 75 ar konvergent, visar forsta jamforelsekriteriet att dven
[ee} ksink o . .
Y opet | — | konvergerar, sa ursprungsserien ar absolutkonvergent.

5. Beteckna med F(x) det uttryck vars griansvéirde ska bestdmmas. Med hjalp av
standardutvecklingar fas

z(ax — @23 /6 + O(a®)) + 2?
1—a2/2424/24 + O(2%) — (1 4 ax?/2 — a?2*/8 + O(x%))
(a+1)z? — a®2*/6 + O(2°)
—(a+1)a?/2+ (1/24 + a?/8)x* 4+ O(ab)

F(z) =

Om a # —1 kan vi forkorta bort (a + 1)x?, varpa

1 2
F(x):_l/%%%—l x — 0.
Om istillet @ = —1, forsvinner andragradstermerna. Efter att vi forkortat bort x*
fas i detta fall 1/6 4 0(a?)
F(m):mﬁl, x — 0.
Svar: Om a # —1 &r gransvardet —2. Om a = —1 ar gréansvardet 1.

6. Pa parameterform kan kurvan skrivas z = y/cos2pcosp, y = \/cos2psing.
Baglangdselementet ar

—gin?9 2 _sin? . 2

(Den som till &ventyrs lért sig formeln for bagldngdselementet i polara koordinater
kan undkomma delar av kalkylen ovan.)

Avstandet fran en punkt pa kurvan (z,y) = (rcosg,rsin ) till rotationsaxeln
y =x ar rsin(m/4 — ¢) = y/cos2psin(r/4 — ), sa arean ar

w/4 d /4
. 2 .
A:27r/ Veos2psin(m/4 — ) ———= =27 sin(m/4 — p)dp = 27
—7/4 / ) Vv COS 2@ —7/4 ( /

areaenheter.



7. Eftersom > u; konvergerar géller uy — 0 da k — oo. Speciellt finns nagot N sa
att (1 4+ u;) > 0 for alla ¢ > N. Utan forlust av generalitet kan dérfor antas att
(14 w;) > 0 for alla i. Da kan vi skriva

(I4+wup) - (14w, =exp(In(l +uy) + -+ In(1 +u,)),

som har ett andligt gransviarde da n — oo om serien Z In(1 + u;) konvergerar.
i=1

Det giller att In(1+z) = z+b(x)x?, dir b(z) &r nagon funktion som ér begrinsad
i en omgivning till noll. Alltsa finns positiva konstanter C,e > 0 sa att |b(z)| < C
sa fort |z| < e . Eftersom uy — 0 da k — oo, finns nagot M sa att |u;| < €, och
saledes |b(u;)| < C, for alla ¢ > M.
Vi har . . . o

Z In(1 + u;) = Z(Uz + b(u;)u?) = Z w; + Z b )u?,

i=M i=M i=M i=M
dér sista likheten géller, och ursprungsserien ar konvergent, forutsatt att de bada
serierna i hogerledet konvergerar. Det ar givet att den forra av dessa konvergerar.

Den senare dr (absolut-) konvergent via forsta jamforelsekriteriet eftersom det
géller att 0 < |b(u;)u?| < Cu? och > Cu? = C'>_ u? ar konvergent. O



