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Inga hjalpmedel. Losningarna ska vara fullstandiga, valmotiverade, ordentligt skrivna
och avslutade med ett svar.

Varje uppgift ger hogst tre poang. En uppgift raknas som godkind om den bedomts
med minst tva podng. For betyg 3, 4 respektive 5 kréavs dels minst atta, tolv respektive
sexton poang totalt, dels minst tre, fyra respektive fem godkanda uppgifter.

Svar finns efter skrivningstidens slut pa kursens hemsida.

1. Bestdm den 16sning till 3 + y cos z = cos x som uppfyller y(0) = 2.

2. Berédkna langden av kurvan

r=2t"—1
: <t <1.
C {y—t3+1 , 0<t<1

3. Bestdm ett polynom p(x) av grad 3 sadant att

2y _
lim cos(2z + z%) — p(x)
z—0 ,’L‘4

existerar andligt och rédkna ut gransvirdet da.

4. (a) Avgor om [ E=>dx ar konvergent. (1p)
(b) Avgér om ) 25— dr konvergent. (1p)
n=1
(c) Avgor om 3 n(e™/7*) — 1) r konvergent. (1p)
n=1

5. (a) Bestam de reella konstanterna a och b sa att funktionen y(z) = alnz + —

2
. . . . o, xt—24
ar en 16sning till differentialekvationen v + ¢’ = — x>0, (1p)
x
. . . 1 / at — 24 —z
(b) Finn alla 16sningar till " + ¢" = — +e x>0 (2p)
x

6. Berdakna volymen av den rotationskropp som uppstar da omradet i xy-planet som
ges av olikheterna 1 < x < e, Inz <y < x roterar ett varv kring linjen y = z.

~J

. Antag att y(z) 16ser differentialekvationen 4y” + 3 arctan ((y + v + y”)?) = 0 med
bivillkoren y(1) = ¢/(1) = y”(1) = 2. Approximera y(6/5) med ett rationellt tal
som ar hogst en tusendel fran det verkliga vardet.

Lycka till!
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1. Om ekvationen multipliceras med den integrerande faktorn es"® fas ekvationen
(e5n7y) = ¥ cos x, sa att den allménna losningen blir

y(z) = e " / e cos vdr = 14 Ce™ 7,

dér C &r en godtycklig konstant. Villkoret 1+C' = y(0) = 2 ger den sokta l6sningen
y(z) =1+ e 02,

2. Baglangdselementet &r ds = (/2/(t)? + y/(t)?dt = /16t% + 9t*dt, varfor kurvans

langd ar

: ! 1 61
L:/ \/mczt:/ t\/16+9t2dt:2—7[(16+9t2)3/2](1):2—7
0 0

langdenheter.

3. Genom att sitta in t = 22 + 22 i den kinda Maclaurinutvecklingen for cost fas

1 1
cos(2x + %) = 1= -(20 + 2% + (20 +2)' + O((20 +2%)°) =
1

=1-222—223 + 61‘4 + O(x5).

For att det aktuella gransvardet ska bli d&ndligt maste alltsa det sokta tredjegrads-
polynomet vara p(r) =1 — 2% — 223. T sa fall fas

2z + a?) — grt 4+ 02" 1 1
z—0 I4 x—0 ,’134 x—0 6 6

4. (a) Integralen &r endast generaliserad i oéndligheten. Integranden kan skrivas

r—1 1 z-1
———— = — - —— dar andra faktorn gar mot 1 da  — oo. Integralen
v+ 2?2 r+1

> 1 . o o g - .
—dx ar konvergent, sa andra jamforelsekriteriet visar att ursprungs-

. T

integralen ocksa ar konvergent.
2n—1 1 2-1/n

b) Allménna termen kan skrivas ——— = — - ———— dar andra faktorn gar
(b) v nd+4 n?2 144/n? &
mot 2 da n — co. Serien E — ar konvergent, sa andra jamforelsekriteriet
n
n=1

visar att ursprungsserien ocksa ar konvergent.



(¢) Med Maclaurinutveckling kan allmdnna termen skrivas n (esm(l/ ") 1) =
n(L+ (1/n* +0(1/n%) + O((1/n* + O(1/n"))*) = 1) = 1/n+ O(1/n’) =

o

1 . . : 1
~ (14 O(1/n?), dir andra faktorn gar mot 1 da n — oo. Serien E —
n n
n=1
ar divergent, sa andra jamforelsekriteriet visar att ursprungsserien ocksa ar

divergent.

5. (a) Vihar y/(z) = a/z — 2b/x3 respektive vy (z) = 2a/x> — 24b/ x5, varfor
y" +9y =a/r+ (2a — 2b)/2* — 24b/2°,

vilket #r lika med (z* —24)/25 dd a = b = 1.

(b) Karakteristiska ekvationen r®+r = 0 har rotterna r = 0 respektive r = +4, sa
den homogena losningen ar y, = C1+Csy sinx+C5 cos x, dar C; ar godtyckliga
konstanter. For en partikularlosning kan vi enligt superpositionsprincipen
addera 16sningen fran (a)-uppgiften med en partikulérlésning till ekvationen
y" + 1y = e ®. Ansatsen y, = Ae™® leder till —2A = 1, varfor var allménna

16sning blir y(z) = C; + Cysinx 4+ Cycosz + Inx + 1 /22 — e™7/2.

6. Dela upp omradet i smala remsor med tjocklek dz. Hojden pa en sadan remsa
ar x — Inx. Nar remsan roterar sveper den ut en kropp vars volym enligt Guldin
ar 27mr(z)(x — Inx)dx, dar r(z) dr avstandet fran remsans tyngdpunkt till linjen
y = 2. Med hjilp av Pythagoras far vi r(z) = (z — Inx)/(2v/2). Saledes &r den

sokta volymen
e 7T e
V:/ dV:—/ x — Inx)de.
=1 \/§ 1 ( )

Integralen kan beraknas genom att utveckla kvadraten och darefter integrera par-
tiellt. Man far da V = 7(e®/3 — €2/2 + e — 17/6)//2 volymenheter.

7. Genom att Taylorutveckla y(z) kring x = 1 med resttermen pa Lagranges form
far vi

y"((6/5 1) y"()(6/5 ~1)°
2 6 ’

y(6/5) =y(1) +y'(1)(6/5 1) +

dér ¢ ligger mellan 1 och 6/5.
Eftersom arctant € [0,7/2) for ¢ > 0 kan vi uppskatta resttermen enligt
y"(e)(6/5 —1)*  3arctan((y(c) +y'(c) +¢"(¢)*)

6 4-6-5°

Vi har alltsa sténgt in resttermen i ett intervall av langd 7/2000 < 2/1000. Om
vi déarfor ersitter resttermen med —1/1000, kommer vi att vara hégst en tusendel
fran dess verkliga varde. Vi far da uppskattningen

€ (—/2000,0].

"(1)(6/5 — 1)? 1 2 2 1 2439
yes-12 1,22 1

~y(1)+y'(1 -1 = ~1000°
y(6/5) = y(1)+y'(1)(6/5-1)+ 2 1000 5750 1000 1000
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