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Inga hjilpmedel. Losningarna ska vara fullsténdiga, vilmotiverade, ordentligt skrivna
och avslutade med ett svar.

Varje uppgift ger hogst tre poing. En uppgift riknas som godkind om den bedémts
med minst tva podng. For betyg 3, 4 respektive 5 krévs dels minst atta, tolv respektive
sexton podng totalt, dels minst tre, fyra respektive fem godkinda uppgifter.

Svar finns efter skrivningstidens slut pa kursens hemsida.

1. Bestéim den 16sning till §/ — 22y = 4z¢® som uppfyller y(0) = 2.

2. (a) Ange en formel for lingden av

e =2@)
C.{ () AStSh (1p)

(b) Beréikna rotationsarean av den yta som uppkommer da

— i
C:{i;tlJW ,0<t<2, (2p)

roteras ett varv kring z-axeln.
3. Bestdm den allménna losningen till ¢’ — 3y + 2y = 2ze” 4+ 10sin z.

4. Avgor om f(z) = cosz v/ 1+ 22 har lokalt maximum eller minimum i x = 0.

5. (a) Avgor om ) dr konvergent. (1p)
n=1

nd +4
(b) Avgdr om > (1 —cos £)sin i &r konvergent. (2p)
n=1

[e.e]
6. Visa att [ £22dx inte dr absolutkonvergent.
1

7. Visa att funktionen f(x) = xze®, x > —1, dr inverterbar. Lat

o) = = / i,

X

dir f~! ar inversen till f. Avgor for vilka viirden pa heltalet n man kan definiera
g(0) s& att g(x) blir kontinuerlig i z = 0. Bestéim &ven g(0) i dessa fall.

Lycka till!



Losningsskiss, TATA42, 2013-05-29

1. (—2?) = —2z, s e~ &r en integrerande faktor:
Y —2zy = 4dze” & yle ™ — 2rye™ = dze e & (e*mzy)' =4z.
Detta ger e’y = [4a dv = 222 + C. Sa y = 222 + Ce*’.
y(0) =2 ger C' = 2.
Svar: y = 2(x% + 1)e”’.

2. (a) Léngden ges av
b

5= / VEOE T 0 d.

a

(b) Rotationsarean ges av

2 2

A = 2 [yis=2x [yOVEOPF GOP d

2

5
— 2 2
= 27r/t\/t2+1dt/u t+1/=7r/\/ﬂdu=§ﬂ(5\/5—1)-
0 1

du = 2t dt

Svar: A = 2m(5v/5 — 1).

3.1 =3r+2=0<% (r —1)(r — 2) = 0 ger homogenlésningar y;, = C1e” + Coe®”.

For att finna en partikulérlosning y,, till y” — 3y’ + 2y = 2xe” anséitter vi y = ze®.
Detta ger

2" — 2 =2z,

Med z, = 2(Ax + B) far vi z, = —x(x + 2) och y,1 = —z(x + 2)e”.

For att finna en partikulérlosning y,e till ¥ — 3y + 2y = 10sinaz hittar vi
en partikuldrlosning w, till hjélpekvationen u” — 3u’ 4+ 2u = 10e™ och sitter
Ypo = Imu,. Med u = ze™ far vi

2+ (20 — 3)2' + (1 — 3i)z = 10.

Detta ger z, = 1i03,- = 14 3i och u, = 2, = (1 4 3i)(cosz + isinz) =

(cosz — 3sinz) +i(3cosx + sinx).
Alltsa y, = 3cosz+sinz. (Alternativ metod: ansétt y, = Asinz+ B cosz )

Svar: y = C1e® + Cye** — x(x + 2)e” + 3cosz + sin .

4. f(zx) =cosz VI+a2=(1—2Z +2 4+ 0®%)(1+ L2 — Lot + O(a5))

=1— 32"+ 0(z%) = f(z) — f(0) = —32* + O(2®) < 0 for alla = som ligger
tillréickligt néra 0.

Svar: f(z) har lokalt maximum i z = 0.



n n 1

5. n = = = .
(&) an = 1 T A )~ n2 (1t A
00 > ]
Vi jamfor med ) b, = ) — som &r konvergent.
n=1 n=1
an, n n? . 1
lim — = lim =lim ——=1,0<1<oo0.

n—oo b, n—o00 n3 +4 1 n—oo 1 4+ 4/713
Svar: Konvergent.
(1 eos Ly 1 [ cost=1—3t2+0(t")
(o) = o = / sint =t + O(t%)
—(1-1+ 55+ 0(L))E +0(4) = & + 0(%) = L2 + 0(L)).
Vi jamfor ) a, med Y b, = > n_lg som &r konvergent.

n=1 n=1 n=1
o ap . (1—cos+)sini 1 1 1 1
= i s = Im G 0(E) = 5, 0 <5 <o

Svar: Konvergent

[o.¢]
6. Vi visar att f @dm ar divergent.

2k3

® cosz| fonal fonal T sl
COosS T d COoSs T d + Z COosS T d > Z COoS T d
1f * f k=0 2kf1 k=0 2W{ﬂk

Eftersom |cosz| > § for x € [2m + 7k, 37+ 7k] , k= 0,1,2, . far vi

konsl > 12 > A2 for ¢ € [2m+ wk, dm + 7k] k= 0,1,2,...0ch
3
77r+7rk:
Z / [eos | , Z‘” 1/2 2w Z°° 1
s+ 7k 3 443k
k= 027r+7rk k= k=0

o0 o0
: 1 111 1 1 1
Serien kzom dr divergent (ty i35 = RIRT30 T7kT3 < oo och kZO L

Wl

ar divergent). Alltsa, ér dven integralen [ ‘Cc’x—sx'dx divergent.
1

7. f(x) = ze®, x > —1, #r kontinuerlig och stringt vixande (f'(z) = (14 z)e* > 0,
x> —1) = inverterbar och f~':]—21 00[ — ]—1, 00 &r kontinuerlig.

For att visa att f~!(z) har Maclaurinutvecklingen av ordning 1 med resttermen i
ordoform behover vi visa att f~! har kontinuerliga derivator t o m ordning 2:

f:]=1,00[ — | =1, 00| dr inverterbar, deriverbar och f'(z) >0, z > —1 =

St ar deriverbar i |1, 00[ och



Enligt kedjeregeln &r (f~1)" deriverbar, ty f/, f~! &r deriverbara och f’ # 0.
Dessutom

—1\ Y _ =t ~1(p)Y = f'(f (@)
) = () = T V) U @) =~

ar kontinuerlig som sammansittning av kontinuerliga funktioner. S& har f~! kon-
tinuerliga derivator t o m ordning 2.

f(0)=0, f(0)=1= f10) =0, (f 1) (0) =1 och f~'(z) = = + O(2?). Detta

ger
g(x) = /f t)dt = —/ (t+O(t%))
vl O(x
- [ +O(t3)] _ 3+ 00
|2 0 n
Gransvirdet
—J: 2+ 0(23)
lim 22—~
z—0 "

existerar #ndligt om heltal n < 2. Funktionen g(x) blir kontinuerlig om n < 2 och

x—0 xn

+ O(x?) 0, omn < 2,
g(O)—hm——{ s,omn =2
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