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Inga hjalpmedel. Losningarna ska vara fullstandiga, valmotiverade, ordentligt skrivna
och avslutade med ett svar.

Varje uppgift ger hogst tre poang. En uppgift raknas som godkénd om den bedomts
med minst tva podng. For betyg 3, 4 respektive 5 kréavs dels minst atta, tolv respektive
sexton poang totalt, dels minst tre, fyra respektive fem godkanda uppgifter.

Svar finns efter skrivningstidens slut pa kursens hemsida.

1. Bestam alla 16sningar till differentialekvationen vy’ + 2xy = e sin .
2
- 2
2. (a) Berdkna grénsvirdet lim Los(ac)' (1p)
20  xsinw
1
(b) Berdkna gransvérdet lim (\/ r + 22 — 7% arctan —) . (2p)
T—00 €T

3. Berikna volymen av den kropp som uppstar da omradet 0 <y <22, 0< 2z <1
roterar ett varv kring linjen x = 3.

4. Bestdm den 16sning till differentialekvationen 3" — 3y’ = e* som uppfyller villkoren
y(0) = —1/2 och ¢/(0) = 1/2.

[e. 9]

k tan k
5. (a) Avgor om serien Z b arctan b
k=1

E ar konvergent. (1p)
o

k+Ink

(b) For vilka vérden pa x ar serien Z konvergent? (2p)
k=1

<1 1
6. Avgor om / (— — sin —) arctan z dr ar konvergent.
0 x x

7. Definiera en oandlig talfoljd ¢, c¢1, 2, . .. genom att lata ¢ = ¢; = 1 och, forn > 2,

¢n = (Ch_1 + ¢n_2)/n. Potensserien chx” konvergerar for alla x; det behover
n=0
du inte bevisa. Lat f(z) vara dess summa. Uttryck f(x) med hjilp av elementéira

funktioner.

Lycka till!
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1. Efter multiplikation med den integrerande faktorn e* kan ekvationen skrivas

2.

/
<6x2y> = sinz, varfor y = e‘x2(C — cosx), dar C' ar en godtycklig konstant.

(a)

(b)

Maclaurinutvecklar man taljare och namnare kan gransvérdet skrivas

L1422+ 0@ — (1= (20724 0(") _ . 3+0(?)

230 z(z + O(x3)) w01+ O@?) >

Med variabelbytet ¢ = 1/x kan gréansvardet skrivas

. t/1+t—arctant . H1+t/2+0(*)) - (Et+0(t*)) 1
lim = lim —.
t—0+ 12 t—0+ 12

3. Den remsa av omradet som ligger mellan z-koordinaterna x och x+dx ger bidraget

5.

av

= 27(3 — x)a*dx till volymen. Summerar vi alla dessa bidrag far vi hela

1
3
volymen: V = / 27(3 — )2’ do = ?ﬂ volymenheter.
0

. Karakteristiska ekvationen blir 7> — 3r = 0 som har rétterna 0 och 3, varfor

homogena 16sningen ar y;, = C; + Cye3®. For en partikuldrlosning gor vi ansatsen
y, = Ae”. Sitts ansatsen in i ekvationen fas A = —1/2, sa allménna losningen
blir y = Cy + Cye®* — €% /2. Villkoren sager nu C; + Cy — 1/2 = —1/2 respektive
3Cy —1/2 =1/2 vilket ger C; = —Cy = —1/3 och saledes y = (3 —1)/3 — e*/2.

(a)

Serien har positiva termer. Vi anvander andra jamforelsekriteriet och noterar

k 4 arctan k/l 1+ (arctank)/k

1
— 1, k — oo. Eftersom serien Z z

k? +k k 1+1/k p
—k tan k
ar divergent foljer det att ; —l—k;ir—jzn ocksa ar divergent.
Vi anvander kvotkriteriet:
ahtt zk 1+ (Ink)/k Sl ks
= |z x 00
k+1+In(k+1)/ k+Ink 1+ 1/k+In(k+1)/k ’ ’

sa seriens konvergensradie &r R = 1. Da « = 1 far vi serien ) m som

ar divergent (jamfor t.ex. med harmoniska serien). Med x = —1 fas > %
som &r en alternerande serie dar termernas belopp avtar och gar mot noll da

SL‘k

k+Ink

k — oo. Leibnitz sager darfor att serien ar konvergent. Slutsats: Z
k=1

ar konvergent om och endast om —1 <z < 1.



6. Integralen kan i forstone tyckas generaliserad i 0, men notera att

) 1 o1
lim [ — —sin— | arctanx =1,

z—0t \ X xT

sa integranden &ar begransad pa hela integrationsomradet och integralen &r bara
generaliserad i co. Vi applicerar andra jamforelsekriteriet:

(%—sin%)arctanaz 5 (1 1 1 1 T
x_g =7 o 5_@_‘_0 s arctana:—)E,x—)oo.

oo
1
Eftersom / — dx &r konvergent, sa dr dven ursprungsintegralen konvergent.
. T

7. Om vi utnyttjar rekursionen kan serien skrivas

n

o oo T
f(z) = chx" =1+z+ Z(C”—l + cn_g)?.
n=0 n=2

Innanfor konvergensradien, d.v.s. 6verallt, kan vi derivera termvis. Om vi sedan
delar upp serien i tva delar fas

f(z)=1+ ch,lx"_l + ch,ﬂ”_l =1+ f(x)—1+af(x)=(1+2x)f(z).
n=2 n=2

Eftersom ¢y = 1 foljer det att f(z) ar den 16sning till differentialekvationen f'(x) =

2
x
x+7.

(1+2)f(x) som uppfyller f(0) = 1. Denna l6sning ar f(z) =e
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