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Inga hjélpmedel. Losningarna ska vara fullstéindiga, viilmotiverade, ordentligt
skrivna och avslutade med ett svar.

Varje uppgift ger hogst tre podng. En uppgift rdknas som godkind om den
bedémts med minst tva poidng. For betyg 3, 4 respektive 5 krdvs dels minst
atta, tolv respektive sexton poidng totalt, dels minst tre, fyra respektive fem
godkinda uppgifter. Svar finns efter skrivningstidens slut pa kursens hemsida.

1. Bestdm den 16sning till differentialekvationen y’ + zy = x som uppfyller
y(0) =0 (3p).

2. Bestam alla 1osningar till differentialekvationen y” +y = cosz 4+ 1 (3p).

3. Kurvan given av y = /1 — 22,0 < z < 1 roteras ett varv kring linjen
y = 1. Beriikna rotationsarean (3p).

4. a) Bestdm konstanten C' sa att grénsvérdet

. In(z?) — C(z — 1)
x1—>nll (.T - 1)2

existerar dndligt (1p).

b) Lat f(z) = 2% sinz. Beriikna f(19)(0) (1p).

¢) Bestdm Maclaurinpolynomet av ordning 4 till f(z) = y/cosz (1p).

5. a) Avgor om serien Zf;l(—l)”e’% #r konvergent eller divergent (1p).
b) Avgor om serien Y o 2 ar konvergent eller divergent (2p).

x

6. Visa att den generaliserade integralen fooo e~ sing dr ar konvergent

(3p)-
7. Visa att serien 300 | ™" r divergent (3p).

nn
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1. Bestdm den 16sning till differentialekvationen y’ + zy = = som uppfyller
y(0) =0 (3p).

Den integrerande faktorn &r G(z) = e/ #4* = ¢
nen med denna far vi

22
2

. Multiplicerar vi ekvatio-

Ty +ay) = eFa

dvs

Av detta foljer att

2 2

22 x z
ezy(x) = /67xdx =e? +C.

Villkoret y(0) =0 ger att 0 =€’ + C < C = —1,
dvs den sokta losningen &ar
1 22
yx)=1——F=1-¢ 7.
ez

2. Bestdm alla losningar till differentialekvationen y” +y = cosz + 1 (3p).
Stegl. Differentialekvationen 3" + y = 0 har den karakteristiska ekvationen

r24+1=0,
med l6sningarna r = 44 och dérfér har vi de homogena lésningarna
yn(z) = C1e™ + Coe™™

eller
yn(x) = ¢ cosz + cosin.

Steg 2. For att hitta en partikulérlosning till
y" +y=cosz (1)
ansitter vi

y =x(dy cosz + dysinz) = dyx cosz + doz sin x,

deriverar och stoppar in i ekvationen (1). Detta ger

y"+y = di(—2sin z—x cos x)+da (2 cos x—x sin x)+dy T cos x+dax sin x = —2d; sin z+2dy cos T = cos .



dvs —2d;sinx + 2ds cosz = cosxz. Om vi dérefter identifierar koefficienterna
framfor sinx och cosx sa far dy = 0,dy = % S& particularlosningen till (1) &r

yp1(x) = 5@ sin .
Steg 3. For att hitta en partikuldrlosning till
v +y=1 (2)
anséitter vi y = C och stoppar in i ekvationen (2):
)"+C=1
S& particularlosningen till (2) &r:
yp2(x) = L.
Svar till problemet 2

1
ylx) = §msinw+ 1+ ¢1cosx + casinz.

3. Kurvan given av y = /1 — 22,0 < z < 1 roteras ett varv kring linjen
y = 1. Ber#ikna rotationsarean (3p).

For att berdkna rotationsarean behover vi berdkna integralen

1 1 3 1 1
§ =2 1—v1— 2d:2/ 1—V1—a2) 1+ -4 :2/ e Dda=
77/0( x?)ds 7r0( x?) T Wo(m ) dz

[27 arcsinx](l) — 2 =27 g — 2 =72 — 2.

4. a) Bestdm konstanten C' sa att grénsvirdet

In(z?) — C(x — 1)

}rl—>ml (x —1)2
existerar dndligt (1p).
Eftersom
2y _ — — _ —
lim In(z?) — C(x — 1) _ lim 2In(z —1+1)—-C(x —1) _
z—1 (x —1)2 o1 (x —1)2
2w —1) = B L 0w - 1)%) — Clz — 1)
lim
r—1 ({p — ]_)2

ser vi att griansvirdet existerar dndligt om C' =2 . Om C' =2 far vi

L@ -2 1) 2= 4 O((a - 1))

=—1.
z—1 (z—1)2 z—1 (x —1)2




) Lat f(x) = 2®sinz. Berdkna f(1°9(0) (1p)

Eftersom

x3 .7397 x99
ST == g g T ggr T
far vi att
f/ (0) f(100) ©) 100 X 3 297 299 , 20 2100
— f(0 . =P T T Lyt 4
f@) = FO)+ et g T = e gt b g = gar ) 3T om
f(lOO) (0) 1
T o7

100!

98 -99 - 100 = 970200.
i i x) = +/cosz (1p).

Hérav foljer att
eller

) Bestdm Maclaurinpolynomet av ordning 4 till f(z)

)

1090 0)

)

c S

For en jimn funktion f(x) har vi
f(z) = ap + asz® + asz* + O(

)2 4H2a0az2%+(2a0a4+(az)?)x*+O(

)% = (

%)=

och
(f(z))? = (apt+asz’+asz +O(
Eftersom
2 4 2 4
2 LT L
(f(x))? =cosz =1 2+4,+O( 1 2+24+O( 6)
2a0a4 + (
dvs ay = —55).

(a0)2 = 1, 2(10@2 = —2 )
och 2a4 + £+ = 75 (
i x) = 4/cosx &r

far vi att
och alltsd ap = f(0) =1, a
Svar: Maclaurinpolynomet av ordning 4 till f
1 1
1—Z= 2_ -, 4
1" T o6"
(=1)™e~ = #dr konvergent eller divergent (1p)

1 (termerna gér alltsi

1

(~1ye

) Avgor om serien Y

Serien #r divergent eftersom lim,,
#r konvergent eller divergent (2p)

inte mot 0, sa serien dr divergent enligt divergenstestet
Inn
— 0 d& n — oo finns en konstant C sddan att I\I}ﬁ < C for

b) Avgor om serien Y £
Inn
Eftersom Vo
lnn 1 =1
— < — <00
ns: = ; ns

n > 1.
Fran olikheterna

Zlnn Z

n=1
3



foljer att serien &r konvergent. )
6. Visa att den generaliserade integralen fooo e " sinz dr dr konvergent

(3p).

Eftersom

(e’ 1 o) 1 e’
1
/ ‘e‘mz sinx‘ dr < / e da +/ e dz < / dx —|—/ e Pdr=14+ =
0 0 1 0 1 €

ar den generaliserade integralen fooo e~ sinz do absolutkonvergent, och ddrmed
konvergent.
7. Visa att serien >.°0 . 2¢” sr divergent (3p).

n=1 nn
o le™ .
Lat a, = %%-. Da &r
(n41)len*!
an+1  (n+1)7+t €
- nlen - 1\n "
an nn (1 + n)

Notera att (14 1)™ < e (vi vet att e” = 1+z + ‘”—22 +..> 1+ for alla positiva
och far en > 1+ Leeller (14 £)" <e). Alltsa

x. Vi sitter x = %

An 41
L+>1
an

for alla n och a,, > a; = e dvs a,, gar inte mot 0 och serien dr divergent.
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