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Inga hjilpmedel &dr tillatna. Losningarna skall vara fullstindiga, valmotiverade, ordentligt
skrivna och avslutade med ett svar.

Varje uppgift ger hogst tre podng. En uppgift riknas som godkéind om den beddémts med
minst tva poédng. For betyg 3, 4 respektive 5 kridvs dels minst atta, tolv respektive sexton
poéng totalt, dels minst tre, fyra respektive fem godkéinda uppgifter.

Svar mm finns att himta pa kurshemsidan efter tentamens slut.

1. Bestdm den 16sning till differentialekvationen y” — 2y — 3y = 4e® som uppfyller begyn-
nelsevillkoren y(0) = 3 och ¢/(0) = —1.

2. Omradet givet av olikheterna 1 < y < e” och 0 < z < 1 roteras ett varv kring y-axeln.
Berédkna rotationskroppens volym.

i — In(1
3. (a) Beridkna grinsvirdet lim sinz — In( +x)_
x—0 x arctan x

€2 — cosx + sinax

(b) Bestdm konstanten a sa att grénsvirdet lim existerar #ndligt

z—0 2
samt berikna gransvérdet.

4. Bestdam den 16sning till differentialekvationen 2xy’ +y = x > 0, som uppfyller

o
x+1
begynnelsevillkoret y(1) = 0.

o0

1

5. (a) Avgor om serien Z(l — cos —) &r konvergent eller divergent.

n

n=1
2 (-1)"n+1
(b) Undersok serien Z ————— med avseende pa absolutkonvergens och konver-
= n°tn

gens.

1

. Ange ett rationellt tal som approximerar / e dz med ett fel som ar hogst 10"
-1

(=}

7. Lat f vara en deriverbar funktion sadan att f'(x) < 0 for alla € R. Visa att
o0
/ f(z)sinx dz ar konvergent < lim f(z) = 0.
0 Tr—00
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1. Karaktiristiskt polynom &r 72 — 2r — 3 = (r 4 1)(r — 3) och yp, = Cre™" + Cye.
Forskjutningsregeln ger att (D+1)(D —3)y =4e” & Jy=¢€¢"2/ < (D+1+1)(D+1—
3)z = (D+2)(D—2)z =2" — 42 = 4. Ansiittningen z, = A ger z, = —1 och y, = —¢”.
En godtycklig 16sning ges saledes av y =y, +yp = Cre” " + Coe®® — e®.

Eftersom ' = —Cie +3C5e3® —¢® giller att y(0) = 3och 3/ (0) = —1 & 3 = C1+Co—1
och —C1+3Cy—1=—-1<C;=30ch Cy =1. Svar: y =y = 3¢ ¥ + 3% — €%,

1
2. En lamplig figur visar att dV' = 2wz (e® —1)dz och hela volymen = 277/ z(e®—1) der =
0

2
T 1 1

QMA{WWM—[ijQ:/H/:Qﬂhﬁﬁ—[j&dx—uﬁb:QM&{&b—2y:

2re—(e—1)— =) =m. Svar: 7.

2

sinz — In(1 + x)

r+0(*) - (t -5 +0@*) 5 +0@*) _

3. = /ML-utveckli = =
(&) x arctan /ML-utveckling/ z(x + O(x?)) 2+ O(x*
1
5+ O(x 1
12+O((:U2)) -3 da x — 0. Svar: Gransvéardet &r 1/2.
2z :
(b) ¢ COSJ; remar /ML-utveckling/
x
1+ 27+ 2224+ 0(z3) — (1 — % +0(z") +az +O(23)  (2+a)z+ 32% + O(a?
24+a 5 P
+ 3 +0(z) = /24 a=0< a= -2 & nédvéndigt for gransvirde/
x
) 5
=5+ O(z) — 2 da z — 0. Svar: For a = —2 ér grinsvirdet dr 5/2.
4. Forsta ordningens linjar DE.
1 1 1
2y’ = — —y = = -1 C =
Ty Y z+1 y+2xy 2:1:37—1—1 // 0/ Qnm—i—

Inyz + C, IF= e™VZ = & 7@ / =
Vi = Vr/ & (y/r) = NGRS yvr = 2fx+1)
Jt=Vzr e r=1tt>0, dv=2tdt/ = /tQ—i—l = arctant + C = arctan/z + C &

_arctany/z + C
y=—
t _ T
y(1) =0ger 0 = %+C s C= —%. Den sokta 16sningen ar saledes y = arcan\/\gzl.
Svar: 4 — arctan /z —
var: y = NG .
i . 1 1 1 1 11
5. (a) Positiv serie. 1 — COSE =1-(1- ) +O(n ) = 52 + O(ﬁ) = ﬁ(i +
1 1 1 — 1 -
O(nz)) Eftersom + O(—2)) -3 da n — oo och Z g dr konvergent foljer att

1
1
dven Z(l — cos —) #r konvergent enligt jimforelsekriteriet pa griansvérdesform.
n

Svar: Serien &dr konvergent.



~D)"n+1, 1 (-1)"++ 4L 1
(b) \(gin—k\] :—\()7”\ Eftersom]()il”\ —>1dén—>ooochZ—éir

ne—+n n 1+ 1 n
—1)"n+1

divergent foljer av jamforelsekriteriet pa gréansvérdesform att &ven Z | 3
nc+n

ar divergent och dérmed att serien inte dr absolutkonvergent.

—1)n 1 —1)" 1 —1)"
Notera att (=)™ + = (=1) + . Da E ) ar alternerande och
n

n?+n n+1  n2+n +1
_1)»
- ‘ii T avtar mot 0 &r Z (n—i—>1 konvirgent enligt Leibniz. Vidare giller att 0 <
T S da n > 1, och da Z 2 ar konvergent ger jéimférelsekriteriet att
iven Y ! k t. S taget dett ttz Vintl,
dven ar konvergent. Sammantaget visar detta a ——— @r
n?+n 8 s n?+n
konvergent. Svar: Serien &ér konvergent men inte absolutkonvergent.
t2 3 estt
6. Enligt Maclaurin med restterm pa Lagranges form giller att e = 1+¢+ — 5 + = 3] +— 1
1 1 10
for nagot € mellan 0 och t. Sitt ¢ = —a° sa fas att / e dr = / (1—2°+ % —
-1 -1
15 €220 11 16 1
x 20z x 5
— d d = d — R, N B — -z d _
6)x+/_1 x |/ r— [z 6+22 96]| |/_1€ x
1 e5x20 1 .20 1 21
2+—)| = dr| < J0<ef <4 ty—1<¢<1/<4 | “—dp=- 1, =
erpl=l [ o a<ped<ny-1<esy<af Tlae=iEp,
1<1SId 2—1—1 23 tt ndrmedvéard d ett fel mindre & L
63 < 7o Saledes ag 1] = 17 ©tt nérmedvérde med ett fel mindre &n .

S E lvis —
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7. f <0 medfér att f dr avtagande och diirmed existerar lim f(z) = A diir A = —o0 ir
rT—00

mojligt.
o0

M

Notera ocksa att / f(x)sinz dz &r konvergent medfor att / f(z)sinz dr — 0 om
0 N

M > N och N — oo.

A
Om A > 0 finns w sadant att z > w = f(x) > 3 For n € N sadan att 2nm > w

277,TI'<‘1>E A 1
gfillerdéatt/ 2f(x)sinx dx>—-—-z

oo
vilket visar att / f(x)sinzx dz €] ar
2nm+ 7 2 \/5 4 0

konvergent.

Fallet A < 0 ger samma slutsats (ersétt é med ett godtyckligt tal < 0 om A = —o0) ty
/0 h f(z)sinx dx ar konvergent precis da /0 OO(— f(z))sinz dx dr konvergent. Saledes
géller att /0 ” f(z)sinx dz ar konvergent = xlggo f(z)=0.

(k+1)m
Antag att lim f(x) = 0 och sitt ap = / f(z)|sinz| dz. Det giller att (ay)

iy
avtar mot 0, ty f(x) avtar mot 0 da x — oo och |sinzx| har perioden 7, och dérfor

nm n—1 o)
att / f(z)sinx dx = Z(—l)kak — Z(—l)kak eftersom serien dr konvergent enligt
0 k=0 k=0

Leibniz.

b
Lat b > 0 och lat ny, vara det storsta heltalet sadant att npm < b. Notera att | / f(z)sinz dz| <
npm
b
mf(npm) — 0 da b — oo ty lim f(z) = 0. Saledes géller att / f(z)sinzx dx =
T— 00 0

s b o0
/ f(x)sinz daz—{—/ sinz dz — z:(—l)ka,y€ da b — oo vilket visar att lim f(z) =
0 nyT k=0

Tr—00
b

o
/ f(x)sinz dr dr konvergent.
0

Sammantaget har vi saledes visat ekvivalensen.
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