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Inga hjalpmedel. Losningarna ska vara fullsténdiga, valmotiverade, ordentligt skrivna
och avslutade med ett svar.

Varje uppgift ger hogst tre poang. En uppgift riaknas som godkdnd om den bedomts
med minst tva poang. For betyg 3, 4 respektive 5 kravs dels minst atta, tolv respektive
sexton poang totalt, dels minst tre, fyra respektive fem godkanda uppgifter.

Svar finns efter skrivningstidens slut pa kursens hemsida.

1. Bestdm den l6sning till differentialekvationen y” + 4y’ + 4y = 1 som uppfyller
begynnelsevillkoren y(0) = 0 och y'(0) = 1.

2. Berékna foljande gransvarden:

. =2 2e” si In(1—2
(a) i &1 € CoS T (1p). (b) lim e”sinz + In( x)

z—0 x? 70 3

(2p).
3. Bestam den l6sning till differentialekvationen ¢y —x = xe™¥ som uppfyller y(0) = 0.

4. Avgor om foljande serier ar konvergenta eller divergenta:

(a) Zarctann, (b) Zarctan%, (c) Z w.

n=1

5. Omradet givet av 22 + y?> < 1 och & > 0 roteras ett varv kring linjen z = —1.
Berakna rotationskroppens volym.

[e.e]
6. Visa att den generaliserade integralen / cos 2° dx Ar konvergent.
0

TL2 k

7. Berakna gransvirdet lim e™" Z —.

k=0

Lycka till!
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1. Karaktéristiskt polynom &r 72 + 47 +4 = (r + 2)% och y, = (Az + B)e %%,
1
Anséttningen y, = C ger partikuldrlosningen y, = 1 och en godtycklig 16sning ges

1
saledes av y = yp, +yp = (Az + B)e ** + —

1
/ . 1 1
y(0) =0 och y'(0) =1 ger slutligen attB:—Z ochAzi.
20 — 1 1
Svar: y = x4 6_2’3+1.
T T2 4o+ 2 +(1—ae+ ) 201 - %)+ 0%
2. (a) ¢ te 5 COsac:/1\/IL—utveckling/: vty t-e 5 ) 2 z) (x):
x x
24+ 0(x) -2dax—0. Svar: Grénsvérdet &r 2.
2e” si In(1—2
(b) ¢ sm:c;gn( 2) = /ML-utveckling/
52 5.\3
21+ 2+ % +0@)(x — & +0(2") + (—22 — EZ5 4 EZ7 4 0@at))
= . =
x
2z — 2 4 2%+ 2) — 2 — 227 — 82 4 O(at 1 8
r-F+2"+%) xf T3 (””):_3+1—3+0(x)_>—2.da
z — 0. Svar: Gransvardet ar —2.
/ y y
/_ _ -y y _ / € _ € _ Yy _
3.y —x=uwxe @1+6y—x<:>y€y+1—x<:>/ey+1dy—/xdx<:>ln(e +1) =
x? c
5 +C.

2

12 x
y(0) =0 ger C' =1n2 och siledes e’ +1 =€ 2 "2 &y =1n(2e7 —1).
z2
Alternativ: Variabelbytet t = e™¥ fungerar bra. Svar: y = In(2e’z —1).

™ ., . . " .
4. (a) Eftersom arctann — — da n — oo ger divergenstestet att serien #r divergent.

Svar: Serien &r divergent.

arctan +
n

(b) Positiv serie. Eftersom i
n

+0(55)

1
. n

1
=14+0(=) - 1din — o
n

3= Q

o0
1 .
och g — &r divergent foljer att serien ar divergent enligt jamforelsekriteriet pa
n
1

gransvardesform. Svar: Serien &r divergent.
. cos 2, cos(tm+ E)  cos(tm+ &) cos(tw 4 ) >
3 _ 3 3
(C)nzl n ;;( st+1 | stt2 | 313 tz 3t+1 >
—1)t. _1 —1)t. 1 t
( 3)75 +(2 2) + ( 3)15 +(3 )) Eftersom Z )k ar konvergent for varje k >
1 oN (-1 1 — — (—1)
0, enligt Leibniz kriterium, foljer att 3 ; —5 :0 — ; 313 =
P (=1)t. 1 —_1nt. (=1 “1) (=1
Z(( 3tl— 12 ( 3)75 +(2 2) 3)t +(3 )) och ddrmed #r serien konvergent.

t=0
Svar: Serien &r konvergent.



5. Volymen V da halvcirkelskivan z? + y? < 1, = > 0 roteras ett varv kring z = —1 &r
lika med dubbla volymen da omradet y = /1 — 22, 0 < z < 1 roteras ett varv kring
1

x:—l.DettagerV:2-27T/(;1:+1)\/1—:U2dx.
0
! 1 213/211 4m
47 m\/l—x2d$:47r[—§(1—x) ]0:?,
0
1
47r/ V1—2a?dx = [z = sint, dx = cost dt, \/1—sin2t:costd50§t§g/:
0

sin 2t . /2
—5— o

= 2. Hela volymen ir

47r/2 cos’t dt = 277/2(1 + cos2t) dt = 7° + 2n|
0 0

4
saledes g + 2.

1
Att / V1 — 2% dz = w/4 f6ljer enklare av iakttagelsen att integralen #r arean av den
0
4
del av enhetsskivan som ligger i forsta kvadranten. Svar: il + 2.

6. Integralen &r endast generaliserad i co och darfor behover endast konvergensen hos

[o@)
/ cos z° dx undersokas.
1

R R 3 R .3
1 2
/ cosz> dx = / 32 322 cosz® dr = /PI/ = [Slﬁ]{12 + / Y e —
1 1 9T 1

32 3 x3
sinl 2 [*sina? sin 23 1 1
- —i—/ — dr da R — oo. Eftersom 0 < | f|§,och/,d:c
3 31 a3 a3 x3 1z
. o [ sina? )
ar konvergent sa &r 5— dx absolutkonvergent och dérmed konvergent. Detta
1 X
o
visar att / cosz® dz #ir konvergent. Svar: Integralen ar konvergent.
0
'I'L2 tk-
7. Enligt Maclaurins formel med restterm i Lagranges form giller att ! = i +
k=0
Ot n2+1 n? k On, n2+1
et e’"n
och 1 —

a o o n n
CEEs] dir 6 € [0,1]. Med t = n fas saledes kz_:ok! = " —

(n? +1)!
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nn2+1 . n nk o om nn2+1
— <€ — <lty0<e ™ <1.0m ———— — 0 da foljer,
(n2+1)!_6 kz:ok!_ v0<e e’ < m(n2+1)!—> a n — oo foljer
= -
e : n B
enligt instdngningsregeln, att nh_}n;o e zo: i 1.
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< . .
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n < /n sa stort att n? —2 +1>n—2/<—(nn)3—
m2—n+1)-N2—n+2)----- pz o /Tvsastorbatt T an 2 n! (%2)271_
4n nSn
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nl n
2
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——— — 0dan— oo. Svar: Gransvardet ar 1.
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