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Inga hjalpmedel. Losningarna ska vara fullstdndiga, valmotiverade, ordentligt skrivna
och avslutade med ett svar.

Varje uppgift ger hogst tre poiang. En uppgift raknas som godkand om den bedomts
med minst tva poang. For betyg 3, 4 respektive 5 kravs dels minst atta, tolv respektive
sexton poang totalt, dels minst tre, fyra respektive fem godkanda uppgifter.

Svar finns efter skrivningstidens slut pa kursens hemsida.

1. Bestim den 16sning till differentialekvationen e*’y/ = 22(1 + y*) som uppfyller
begynnelsevillkoret y(0) = 0.

[\]

. Bestam alla l6sningar till differentialekvationen 3" — 4y’ + 5y = 5z

3. (a) Skriv upp maclaurinutvecklingen av ordning 3 for en allmén funktion f. Rest-
termen (av grad 4) ska anges pa ordoform.

(b) Harled maclaurinutvecklingen av ordning 3 for funktionen tan .

2tan(In(1 + z)) — 2z + 2*
(c) Berdkna gransvéirdet lin% (In 3)) :
T— xr

, c e e’ +e "
4. Berdkna arean av den yta som uppstar da kurvan y = —5 0 < x <1, roteras

ett varv kring y-axeln.

ot

. Avgor om foljande serier ar konvergenta eller divergenta:

(a) Z(_j)n, (b) Zsin%, © >

n=1

oo

1
. Ange ett rationellt tal som approximerar Z sin on med ett fel som ar hogst 1072

=)

n=0

7. Bestdm funktionen f sa att kurvan y = f(z), * > 0, har f6ljande egenskaper:
kurvan har en dndpunkt i origo, och kurvans tangent i punkten (z, f(z)) har
riktningskoefficient lika med kurvans bagléngd fran origo till punkten (x, f(x)).

Lycka till!



Svar m.m., Envariabelanalys 2, TATA42, 2009-08-20

!
2 Yy
1. ey =22(1 4+ 42 &
ey =2(4+y) & g

y(0) = 0 ger C' = 1. Slutligen har vi arctany = 1 — e o y = tan(l — 6_3:2)7 r € R, ty
0<1-e* <1sa \1767“’2|<g.

7112

= 2ze " (separabel) < arctany = C' — e~ ® . Begynnelsevillkoret

Svar: y = tan(1l — 6_362), reR

2. Den karakteristiska ekvationen 72 — 47 + 5 har nollstillena = 24 i sa den homogena 16sningen
ges av yp(r) = €**(Acosz+ Bsinz). Partikulirlésningsansatsen y,(r) = ax®+bxr+c ger a = 1,
b=8/5 och ¢ =22/25. Allménna lésningen fas slutligen som y = y;, + yp .

8 22
Svar :y(z) = e**(Acosz + Bsinz) + 2> + —z + —,

3 55 dir A, B &r tva godtyckliga konstanter

3. (a) Svar: f(z) = f(0) + f'(0)z + f/l(o)x f”:/)f )x +0O(2)

2!
() f(z) =tanz, f'(z) =1+ tan’z, f’(z) = 2tan(z)(1 + tan?2), f"(z) = 2(1 + tan® z)% +
4tan®(z)(1 + tan®z) ger f(0) = f”(0) = 0, f'(0) = 1 och f”(0) = 2. Fran (a) fas nu

svaret. 1
Svar: tanx = x + garg +O(z*)
1 1
() Med s = In(1 +2) = 2 — —2> + —2® + O(2?) sa fis tans = s + s +0(s*) =z —

2 3 3
1 1 1 f 1 2
§x2 + gx?’ + O(z*) + 3@+ Ox?)® + 0((O(z)*) = = — §x2 + §x3 + O(z*). Detta ger
2tan(In(l +z)) — 2z +2* 4
3 3

4
—l—(’)(m)—>§ da z — 0.

4
Svar: —
3

T __ —X 2
4. Rotationsarean = 2773:\/1 +( 2dx —/ 27r1:\/1 + <628) dr =

0

e’” —|— e ’C = —z 1 .. L 1. .
27730 mc(e + e F)dr = 27 (1 —e ), dér en partialintegrering
0

behovs i blbta bteget
Svar: 27 (1 - 671)

—9)n
5. (a) a, = (=2) saknar grinsvirde da n — oo pga standardgrinsvirdet lim 2£ =0. Da ger
n n—oo 2N

divergenstestet att Z an ar divergent.

n=1
Svar: Divergent

=z (1+060).

n

1 1
(b) Maclaurin ger sint = t + O(t*) sa 0 < a, = sinﬁ =+ o

1 an,
Med b, = fas lim -~ = 1 s& jimforelsesatsen siger att E a, ar konvergent eftersom
'fL el bn n=1

1

oo
1

E by &r det (standard). Alternativt kan man anvénda olikheten sin — < —;.
n n

n=1
Svar: Konvergent



1 1
(¢) 0<a, = 4% = 2% "om < on = b, for alla n > N for nagot heltal N ty nlgl;ozﬁ =0.
Eftersom Z by, dr konvergent (geometrisk serie med kvot 1/2) sa ger jamforelsesatsen att
n=N
Z a, &r konvergent. Da blir dven Z a, konvergent.
n=N n=1
Svar: Konvergent
. t3 . COSS [t] .
6. Notera att sint = ¢ — 5 + r(t), dir |r(t)| = |—=t°| < =0 (med ¢ mellan 0 och t) enligt
, = 1 = 1 = 1 11 4 Ly
Maclaurin. Eftersom 7;)7’(2—”) < T;J 7‘(2—n) < ; | 3on = gq = 165 < 107* (geo-
metrisk serie) sa géller att Zsm L_ i LI —l—r(i) = /geometriska serier/ =
& A TP A TR TR STEY A -
1 - 1 38— 1 38 o 2
q—*- —é +ZT 27 =37 ;_:01”(2—”) kT med ett fel pa hogst 10™°.
38
S 20
var: oo

. Texten ger att f'(x / V14 (f'(¢)?dt, x > 0, samt att f(0) = 0. Derivering med hjilp av

analysens huvudsats ger att integralekvationen &r ekvivalent med DE:m f”(z) = /1 + (f'(z))?
!/

tillsammans med villkoret f’(0) = 0. Siéitt g = f’ sa fas den separabla DE:n \/% =1l
+g

n(g ++v/1+g2) = x + C (integraluttrycket ger att g > 0). Kravet f'(0) = g(0) = 0 ger att
C=0. Alltsalng+\/1+g Y=z o V/1+g2=e"—ge1=e>—2ge” och g < e” &

2z _ _ T T —x
g(x):e%m :e 26 .Nuir g = f sa f fas som f(x):%—lty f(0) =
Svar: f(z) = ete” 1
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