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Inga hjalpmedel. Losningarna ska vara fullstdndiga, valmotiverade, ordentligt skrivna
och avslutade med ett svar.

Varje uppgift ger hogst tre poang. En uppgift riaknas som godkdnd om den bedomts
med minst tva poang. For betyg 3, 4 respektive 5 kravs dels minst atta, tolv respektive
sexton poang totalt, dels minst tre, fyra respektive fem godkanda uppgifter.

Svar finns efter skrivningstidens slut pa kursens hemsida.

1. Bestam alla losningar till differentialekvationen y” — 5y’ + 6y = 6z — 11.
2. Beriikna lingden av kurvan y = 2%/2, dir 0 < x < 1.

3. Bestdm den 16sning till differentialekvationen y'cosx — 2ysinz = z, |z| < 7/2,
som uppfyller begynnelsevillkoret y(0) = 0.

4. Avgor om funktionen f(r) = zv/1+ z In(1 + z) — 2 har lokalt maximum eller
lokalt minimum i origo.

5. (a) Ar serien E cos(mn) konvergent? (1p)
n
n=1

* cos(mx)

(b) Ar den generaliserade integralen / dx konvergent? (2p)

1 T

6. Berékna volymen av den kropp som uppstar da omradet 0 < r < 1/(cos p+sin @),
0 < ¢ < m/2 (poléra koordinater), roteras ett varv kring y-axeln.

7. Betrakta Maclaurin-serien -

a
>t
n!

n=0

for funktionen f(x) = tanw, det vill siga, a, = f™(0). Visa att a, = 0 di n &r
jamnt och att a, > 0 da n ar udda.

Lycka till!
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1. Homogen ekvation: y) — 5y;, + 6y, =0

2 —5r+6=0cr=3ellerr=2, sa

yn = Ae*” + Be®* (A, B konstanter).
Partikuldransats: y, = ax + b ger —ba + 6(ax 4+ b) = 6z — 11 vilket ger a = 1,b = —1.

Svar: y = Ae?® + Be3® + ¢ — 1.
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3. Eftersom ekvationen kan skrivas som y’ — 2(sinz/cosz)y = ¢y — 2tan(a)y = z/cosz och
In(cos? x) dr en primitiv till tanx sa foljer det att ekvationen #r ekvivalent med

2. Langd=

13v/13-8

Svar: T

(cos?(z)y) = x cos(z) < cos®(x)y = /xcos(x)dar =zsinz + cosx + C.

D.v.s.
zsinz + cosx + C

cos? x

y(0)=14+C=0ger C=—1.

zsinztcosz—1

Svar: y = o

fx)=2vV1i+zn(l+z)—2?=
=2(142/2 - 22/8+0@@3))(x —2?/2+23/3+ O(z?) —2* = ... =
= —2*/24 4+ O(2°) = 2*(~1/24 + O()).

Eftersom —1/24 + O(z) &r negativt for  nédra 0, sa har f(z) ett lokalt max i origo.

Svar: f(z) har ett lokalt max i origo.

cos(mn)
n

S5a. Y 7 @ ar alternerande och termernas absolutbelopp = % avtar mot 0 da

n=1
n — oo. Alltsa konvergerar serien enligt Leibniz kriterium.

Svar: Konvergent
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Eftersom 2R 0 da R — oo och |sin(rz)/(72?)| < 1/(ra?), som ger att [° %dm ar
absolutkonvergent (| [\ sin(rz)/(ra?)dz| < [[°|sin(rz)/(rz?)|de < [[°1/(7a?)dz < oo) och
darfor ocksa konvergent, sa foljer att hela integralen dr konvergent.

Svar: Konvergent

6. Alt 1. 0<r <1/(cosp+siny), 0 < p <x/2 ar ekvivalent med att 0 < x4y <1ochz,y >0
vilket ger att den sOkta volymen ges av:

/ (1 —y)*dy = 7/3.
0

Alt 2. Volymen ges av
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7. Eftersom tan’ x = 1 + tan? x foljer det rekursivt att tan(™z = P, (tanx) dér P, #r ett polynom
av grad n + 1. Vidare géller att dessa polynom uppfyller

Svar: 7/3

d
Poyi(tanz) = tan™ ) ¢ = d—Pn(tan x) = P (tanz)(1 + tan® z).
x

D.v.s. Phy1(2) = P (2)(1 4 22). Vi har t.ex. Py(2) = 2, P1(2) = 1+ 22, Py(2) = 22 + 22 ... Vi far

nu rekursivt (egentligen m.h.a. induktion om man ska vara noga ...) att P,(2) =ag+a1z+...+
n+1

On41% uppfyller att
ap,a2,...,an, =0, ai,as,...,ap,+1 > 0 om n ar jamnt,
ap,ag,...,any1 >0, ay,as,...,a, =0 om n ir udda.

Ty om vi visat att detta géaller for alla n < k och k dr udda sa foljer med n = k& — 1 ovan att
Pi(2) = P.(2)(1 + 2%) = (a1 + 3a32® + .. ) (1 + 2%) = ay + (ay + 3az)2* + ...,
och k jimnt behandlas pa motsvarande sétt, s da foljer att pastdendet haller dven for k. (Notera
ocksa att tan(™ (0) = P,(0) &r just konstanttermen i P,).
V.S.B.
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